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Forord

Denne note er skrevet til et grundleeggende kursus i robust optimal regulering pa Systemkon-
struktionliniens 9. semester, Institut for Elektroniske Systemer, Aalborg Universitet. Noten
var oprindelig tilteenkt et kursus pa 6 minimoduler af 4 timer. Da kurserne p.t. imidlertid er
skaret ned til kun 5 minimoduler, vil noten indeholde stof, der ikke kan gennemgés i kurset.
Noten er tilpasset det niveau, der forventes af 9. semesters studerende pa Systemkonstruk-
tionlinien. Det forventes, at de studerende har kendskab til klassisk feedback regulering.

Formalet med noten er at give en indfgring i moderne robust og optimal regulering, specielt
i Hoo 0g p teori. I Kapitel 1 gives en kort introduktion til begrebet robust regulering, hvoref-
ter vi i Kapitel 2 behandler nominel og robust stabilitet for enkeltvariable (SISO) systemer.
I Kapitel 3 analyseres nominel og robust ydeevne for SISO systemer og begreberne Hoo 0g
‘Ho optimal regulering introduceres. Kapitel 4 giver en introduktion til analyse af flervariable
systemer og i Kapitel 5 ses pa stabilitet og ydeevne af multivariable systemer. I Kapitel 6 prae-
senteres en lgsning pa Ho reguleringsproblemet. Endelig gives der i Kapitel 7 en introduktion
til den strukturerede singulaerveerdi p og regulatordesign med p behandles.
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Kapitel 1

Robust feedbackregulering

Kapitel 1 indeholder en generel praesentation af traditionel feedback regulering, idet der fo-
kuseres pa regulerede systemers robusthed overfor modelusikkerhed. Behovet for at udvikle
designmetoder, der explicit inddrager modelusikkerhed dokumenteres.

1.1 Feedback og robusthed

Regulering af en proces ved tilbagekobling (feedback) af et mélt output er et velkendt princip,
hvis primere formél er, at holde processens output teet pa en given reference.

r(s)/z\ e(s) K(s) u(s) G(s) m(s)

Figur 1.1: Standard feedback konfiguration.

P& Figur 1.1 er vist en standard feedback konfiguration, bestédende af en proces G(s) og en
regulator K (s). Systemer med feedback kan man ofte give en rackke vigtige egenskaber:

e Man kan stabilisere systemer, der er fgdt ustabile.
e Virkningen af eksterne forstyrrelser d kan undertrykkes.
e Det er muligt at give systemet gnskede dynamiske egenskaber.

e Endelig viser det sig, at disse egenskaber ofte kan opnas selv med et ufuldsteendigt
kendskab til processens egenskaber.

Feedback-regulerede systemer har altsé gode egenskaber som med lidt omhu kan ggres robuste.
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Fordelene ved feedback kan understreges ved at betragte de usikre elementer i en proces.
Der er to arsager til, at output fra en proces ikke pd forhand er fuldsteendig kendt. For det
forste er processens egenskaber ikke fuldsteendig kendte. Dvs. at en model kun kan betragtes
som en tilngermet beskrivelse af den fysiske proces. Dernaest kan ukendte forstyrrelser pavirke
processen. Qutput y er altsd ikke alene en funktion af det input u, som regulatoren styrer,
men ogsa af forstyrrelsen d, som ofte ikke kan males.

De grundleeggende egenskaber ved feedback fremgér af en sammenligning med en feedforward
konfiguration (4ben slgjfe regulering) jeevnfer Figur 1.2. Ved &ben slgjfe (AS) regulering af-
haenger resultatet helt af, hvor ngjagtigt processen er modelleret, da regulatoren bestemmer
input udelukkende pa grundlag af modellen og referencen. Afvigelser som skyldes forstyrrel-
sen d og modelafvigelser slar fuldt igennem som forskel mellem det faktiske og det forventede
output.

r(s) K(s) u(s) G(s) m(s)

Figur 1.2: Feedforward konfiguration.

I modsatning hertil sammenligner feedback-regulatoren den aktuelle veaerdi af outputtet y
med referencen r og fastlaegger input u pa grundlag af fejlen e. Udover den a priori viden, der
er givet om systemet i form af en matematisk model af den fysiske proces, benytter feedback-
regulatoren den viden om processens aktuelle opfersel og de gjeblikkelige forstyrrelser, som
implicit opnas ved at méle veaerdien y. Herved er det muligt, at reducere sével virkningen af
forstyrrelsen d, som virkningen af, at den matematiske model ikke er perfekt.

Design af feedback-regulatorer tager udgangspunkt i krav til det regulerede systems statiske
og dynamiske opfgrsel. Disse krav kan f.eks. omfatte fglgende, [Lun89]:

1. Stabilitet: Det regulerede systems arbejdspunkt skal veere stabilt.

2. Asymptotisk regulering: For en given klasse af referenceinput r(t) og forstyrrelser d(t)
skal fejlen e(t) g& mod nul for tiden ¢ giende mod uendelig.

3. Dynamiske krav: Det regulerede system skal opfylde et seet specifikationer sasom be-
graensninger pd stepresponse og krav til en vis grad af afkobling mellem forskellige
signaler osv.

4. Krav til robusthed: De egenskaber, der er specificeret for det regulerede system i pkt.
1-3, skal bevares under en given klasse af variationer i proces-dynamikken.

I proces-regulering formuleres kravene i pkt. 3 ofte som krav til output y(t) og til styresig-
nalet u(t) ved step- eller rampeformede variationer i reference eller forstyrrelse. Kravene kan
f.eks. veere begreensninger pa oversving M, stigetid ¢, (engelsk risetime)og indsvingningstid
ts (engelsk settlingtime) pa stepresponse, se Figur 1.3.

Kravene kan ogsé formuleres i frekvensdomszenet som krav til AS eller LS overfgringsfunk-
tionen, f.eks kan der stilles krav til LS resonnanstop M, og bandbredde fy, se Figur 1.4.

Robust Procesregulering
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Figur 1.3: Designkrav i tidsdomene: Krav til My, t, og ts for output y ved spring i referencen r.
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Figur 1.4: Designkrav i frekvensdomene: Krav til M, og fy.

1.2 Klassiske metoder til design af regulatorer

Hovedparten af de metoder, der anvendes til dimensionering af regulatorer forudsatter en
eksakt model af processen og fokuserer pa kravene i pkt. 1 - 3.

Stabilitetsanalyse i frekvensplanen blev udviklet af Nyquist og Bode. Design af regulatorerne
blev gennemfgrt ved metoder baseret pa ’trial and error’.

Tuningsregler som Ziegler og Nichols’ er baseret pa simple modeller, men har med succes
veeret anvendt pa processer med stor kompleksitet.

Rodkurveanalyse, som blev udviklet af W.R. Evans, tager sigte pa at opna givne dynamiske
egenskaber ved at bestemme en regulator, der giver tilfredsstillende placering af lukket slgjfe
polerne.

Der er endvidere udviklet metoder til direkte beregning af en regulator, som giver en gnsket

Robust Procesregulering
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placering af polerne.

Metoder, der tager sigte pa at opfylde ydeevnespecifikationer formuleret som krav til den
integrerede kvadratfejl, er blevet introduceret af Newton, Gould og Kaiser og videreudviklet
af bl.a. Kalman.

Selv om et af forméalene med feedback-regulering er at formindske virkningerne af modelafvi-
gelser, tager alle disse metoder udgangspunkt i et eksakt modelkendskab og tager kun indirekte
hensyn til, at der aldrig er en perfekt model til radighed.

Da mange af metoderne er blevet anvendt med succes igennem mange ar pa grund af feedback-
regulatorens indbyggede robusthed, kan man satte spgrgsmal ved det rimelige i, at inkludere
robusthed overfor modelvariationer i regulatordesign. Der findes imidlertid mange eksempler
pa, at indfgrelse af feedback ikke automatisk medfgrer den kraevede robusthed overfor de
modelvariationer, der kan forekomme. Fglgende eksempel er 1ant fra [Lun89].

Eksempel 1.1 (Robust Stabilitet)
En proces beskrives med modellen

_ 1
N 1+T18

G(s)

som ved forsdg har vist sig tilnermelsesvis at give samme stepresponse som processen. Proces-
sen kan for eksempel requleres med en proportionalregulator med forsterkning K. Forsterk-
ningen K burde uden problemer kunne veelges vilkdarlig stor.

Det viser sig imidlertid, at processen i virkeligheden beskrives mere ngjagtigt med modellen

A _ 1—7ys
Gls) = (1+ 718)(1 4 728)

Det ses nu, at reguleringssystemet bliver ustabilt, hvis K velges for stor. For at sikre stabilitet
md K velges under grensen

1+ T2
70

K<

Er f.eks 19 = 79 = 0.1 - 71 skal man for at sikre stabilitet velge K < 11.

FEksemplet viser, at selv om der ved simple stepresponse forsgg kan findes en model, der
tilngermet beskriver processen, sé kan en sddan model ikke ukritisk anvendes til dimensionering
af en regulator uden vurdering af modellens gyldighedsomrade.

Eksemplet illustrerer endvidere hovedproblemet i design af regulatorer til systemer med mo-
delusikkerhed: gnsket om god ydeevne medfgrer gnske om hgj forsteerkning. Dette er i strid
med gnsket om robusthed, idet modelafvigelser let kan fgre til ustabilitet i systemer med hgj
forsteerkning.

Néar det alligevel har veeret muligt at designe praktisk anvendelige regulatorer, skyldes det at
erfarne ingenigrer designer regulatorerne med en vis konservatisme ved at undlade at gé helt

Robust Procesregulering
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til den teoretiske greense med forsteerkning. I regulatorer, der baseres pa minimering af en
ydeevnefunktion, kan der opnés en vis robusthed ved at lade eendringer i styresignalet indga
i ydeevnefunktionen.

Udvikling af metoder, der direkte inddrager modelusikkerhed i regulatordesign, har fgrst taget
fart inden for de seneste 10-15 &r.

1.3 Modelusikkerhed.

Normalt indledes regulatordesign med en matematisk modellering af den proces, der skal
reguleres. Design af regulatorer pa grundlag af den fremkomne model ma foretages under
hensyn til modellens gyldighedsomrade. Hvis man vil have sikkerhed for, at en regulator
fungerer under alle forhold, er det ngdvendigt at supplere procesmodellen med en model, der
udtrykker de mulige afvigelser fra den nominelle model.

Der er to arsager til, at processens output ikke kan forudsiges helt ngjagtigt af den model,
der opstilles af processen. Processen kan pavirkes af forstyrrelser og processens dynamik kan
vaere forskellig fra modellens, se Figur 1.5

Ukendt d(s)

Fm—m —mm — — — m T — o —— — — - —— =
Kendt

7"(5)7/2\ e(s) K(s) u(s) G(s) m(s)r@ y,(s)

Ukendt

Figur 1.5: Forstyrrelser kontra modelusikkerhed i lukketslgjfe systemet. a) LS-system udsat for
forstyrrelser. b) LS-system med modelusikkerhed.

Forstyrrelser er eksterne signaler, som er uatheengige af procesinput. Indflydelsen fra forstyr-
relser kan samles ved processens output som et eksternt input d, der adderes til modeloutput,
som vist pa Figur 1.5a. Afvigelser mellem processens dynamik og modellen giver anledning til
en forskel, der i modsaetning til forstyrrelser ikke skyldes ukendte forstyrrelser, men derimod

Robust Procesregulering
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er athaengig af input u. Modelusikkerheder kan derfor repraesenteres af en fejlmodel med input
z og output w, se Figur 1.5b.

Undertrykkelse af forstyrrelser indgar i design af regulatorer som en del af designkravene
i pkt. 1 - 3. Der fokuseres derfor i denne sammenhzng pa modelusikkerheder. Der er tre
hovedérsager til modelusikkerhed:

1. Ufuldsteendig viden om processen: Denne type usikkerhed kan skyldes, at modellen er
opstillet pa grundlag af fysiske love, men at modellens ngjagtige parametre ikke kan
fastseettes pad grundlag af det kendskab, der foreligger om processen. Hvis modellen
bestemmes eksperimentielt afhaenger modellens ngjagtighed af, om der er givet input
pavirkninger, der er velegnede til at bestemme modellen og af i hvilket omfang processen
har veeret pavirket af forstyrrelser under eksperimentet.

2. Modelsimplificering: Skgnt det originale system kendes med god ngjagtighed, kan mo-
dellen veere reduceret for at simplificere designopgaven.

3. Utilstraekkelig modelstruktur: Da man som regel gnsker at designe regulatorer ud fra en
lineser model mé ulineariteter i modellen udelades. Ulineariteter kan skyldes begraens-
ninger i aktuatorer eller sensorer. Andre typer ulineariteter skyldes, at selve processen
er ulinezer. Denne type ulineariteter resulterer ofte i arbejdspunktatheengige parametre
i den lineariserede model.

4. Tidsvarierende parametre: Resulterer ligeledes i variation i modellens parametre.

Under alle omstaendigheder er modellen kun en tilneermet repraesentation af den fysiske proces.

Systemer med store modelusikkerheder kaldes usikre systemer (engelsk: uncertain systems)
uden hensyntagen til, om usikkerhederne skyldes mangel pa informationer, modelsimplifika-
tioner, ulineariteter eller tidsvarierende parametre.

I litteraturen benyttes forskellige betegnelser for specielle former for modelusikkerhed. Pa-
rameter usikkerhed er den form for modelusikkerhed, der kan kompenseres for ved korrigere
modellens parametre. Strukturel usikkerhed er den form for usikkerhed, der skyldes utilstraek-
kelig eller ukorrekt modelstruktur, dvs. ved anvendelse af en lineser model for en i realiteten
ulineger proces eller ved at udelade dynamiske elementer i processen. Modelusikkerhed klas-
sificeres ligeledes i henhold til om man kun kender stgrrelsen eller om man har kendskab til
karakteren af usikkerheden, idet der skelnes mellem struktureret og ustruktureret usikkerhed.

Modelusikkerhed kan beskrives ved definition af en meengde af mulige modeller. I denne
mangde eller familie af modeller, kan hvert medlem repraesentere den originale proces, men
det er ukendt hvilket element, der rent faktisk ggr det. Afheengigt af hvordan karakteren af
modelusikkerheden er, fremstar maengden af mulige modeller pa forskellige méder. Ved en af-
bildning i Nyquist-planen af mulige modeller fremkommer ved hver frekvens et begraensende
omrade i planen.

Normbegraensede afvigelser blev af Doyle foreslaet anvendt i forbindelse med regulatordesign.
Modelafvigelsens numeriske stgrrelse i frekvensdomaenet begraenses her til en given frekvensaf-
haengig veerdi. Dette kan i Nyquist-planen beskrives ved hjealp af cirkelformige begraensninger.

Robust Procesregulering
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1.4 Feedback-systemer i tilfelde af modelusikkerhed.

Modelusikkerhed kan ikke generelt behandles som forstyrrelser, pa trods af, at dette underti-
den ggres, iszer hvis der er tale om smé usikkerheder. Eksterne forstyrrelser kan ikke pavirke
stabiliteten i et linesert LS system. Som det fremgar af Eksempel 1.1 kan en modelafvigelse
pavirke stabiliteten. I eksemplet mé proportionalforsteerkningen af hensyn til stabilitet saledes
ikke overstige en gvre graense afhaengig af parametrene i den ’rigtige’ model.

I det folgende defineres en rackke begreber, som har betydning i forbindelse med modkobling
af usikre systemer:

e Fylsomhed er et udtryk for, hvorledes en egenskab ved systemet (f.eks. LS overfgrings-
funktionen) afhzenger af differentielle afvigelser pa en parameter eller pa parametervek-
toren. Fglsomhedsanalyse omhandler sma afvigelser i neerheden af en nominel veerdi og
refererer ikke til, hvor stor en veerdi afvigelsen kan antage.

e Robusthed beskriver et systems evne til at udvise tilfredsstillende egenskaber for alle
modeller i en given familie. Robusthed refererer altsa til et acceptabelt omrade for de
gnskede egenskaber og til givne graenser for modelafvigelser.

e Hverken fglsomhed eller robusthed forteller noget om, hvor sandsynligt det er, at givne
modelafvigelser vil forekomme inden for et givet tidsinterval. Pdlidelighed er et udtryk
for et systems evne til at fungere tilfredsstillende inden for en given tidsperiode. I péalide-
lighedsanalyse anvendes statistiske metoder. Kvantitative mal for palidelighed er séledes
sandsynligheder for, at systemet fungerer tilfredsstillende til et givet tidspunkt eller
inden for et givet tidsrum.

e Adaptivitet er et (regulerings-) systems evne til at tilpasse sig en gendring i processen.
En tid efter, at processen har sendret sig, vil et adaptivt system have tilpasset sig og
vil igen fungere tilfredsstillende. I feedback-regulering spiller fglsomhed, robusthed og
adaptivitet vigtige roller. Ved design af robuste regulatorer sgger man linezre regulato-
rer, som sikrer tilfredsstillende funktion ved alle forekommende modelvariationer. Som
et alternativ hertil sgger man ved adaptiv regulering at tilpasse regulatoren lgbende til
den model, der til enhver tid beskriver processen bedst.

Palidelighedsanalyse benyttes hovedsageligt i forbindelse med realisation af regulatorer og
andet proceskontroludstyr og er sdledes mest anvendt i forbindelse med spgrgsmal som: “Hvor
stor er sandsynligheden for proceskontroludstyret fungerer tilfredsstillende?”

1.5 Robust procesregulering.

Denne note omhandler analyse af reguleringssystemers robusthedsegenskaber og design af
robuste reguleringssystemer, hvilket i de seneste ar har veeret genstand for intens forskning. I
denne forbindelse er fglgende forskningsresultater centrale:

e Youla et al [YJB76a], [YJB76b] viste 1 1976, at det er muligt, at parameterisere alle de
regulatorer, der stabiliserer et givet system. Dette forenkler design af en stabiliserende
regulator.

Robust Procesregulering
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Doyle og Stein [DS79] gjorde i 1979 opmerksom pé, at LQ regulatorens gode fase-og
amplitudemargin let kan blive gdelagt med en observer, og gav samtidig en metode til
at genskabe de gode egenskaber.

Zames, [Zam81] foreslog i 1981 anvendelse af uendelig normen (Hy, normen) anvendt i
stedet for den traditionelle 2-norm ved bedgmmelse af regulatorers ydeevne.

Doyle og Stein, [DS81] viste i 1981, at modelusikkerhed meget effektivt kan beskrives
med normbundne afvigelser. Sammen med H, normen udggr normbundne afvigelser et
godt veerktg] til beskrivelse af regulatorers robusthed. Doyle [Doy82] foreslog i 1982 at
generalisere dette til strukturerede usikkerheder med u.

Doyle et al [DGKF89] beskrev i 1989 regulator design ved minimering af en Hq-norm
baseret pa tilstands modeller.

Robust Procesregulering



Kapitel 2

Nominel og Robust Stabilitet

For at kunne designe en robust regulator til regulering af en proces er det ikke alene ngd-
vendigt at specificere en nominel model af processen, men ogsd den modelusikkerhed, som
reguleringssystemet skal veere robust overfor. Kravene til regulatoren er, at output fra pro-
cessen skal fglge variationer i referencen og at forstyrrelser skal undertrykkes. For at kunne
designe regulatoren er det derfor ogsad ngdvendigt at kende karakteren af referencesignalet og
af forstyrrelser. Ydeevnekravene kan herefter udtrykkes som krav til en vis grad af fejlunder-
trykkelse ved de forekommende input.

Design af en robust regulator tager udgangspunkt i:
e Procesmodel
e Modelusikkerhed
e Karakter af input (for reference og forstyrrelser)

o Krav til ydeevne

At regulatoren er robust vil sige, at ydeevnekravene er opfyldt sédvel med den nominelle pro-
cesmodel som ved de ydergraenser, der er specificeret ved modelusikkerheden.

I de fglgende afsnit formuleres rammer til specifikation af model, modelusikkerhed, inputka-
rakter og ydeevnekrav for enkeltvariable (SISO) systemer. For flervariable (MIMO) systemer,
se Kapitel 5 pa side 42.

2.1 Procesmodel

De begreber og metoder, der anvendes, er baseret pa lineare tidsinvariante modeller.

2.2 Modelusikkerhed

Modelusikkerhed specificeres ofte i frekvensdomaenet. Dette kan fgre til, at der for hver fre-
kvens w specificeres et omrade g(w) i Nyquistplanen, som processens 'virkelige’ model G (jw)
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antages at befinde i. Den form omréadet g(w) far, er bestemt af hvordan usikkerheden specifi-
ceres. Specifikation af en bestemt usikkerhed pa starrelse og fase vil saledes fore til et sektor-
formet omréde som vist pa Figur 2.1a. Mange af de resultater og metoder, der beskrives i det
folgende, er baseret pa normbegraensede modelafvigelser. Det vil for SISO systemer sige, at
usikkerheden ved hver frekvens er begreenset af en cirkel med radius 4,(w) i Nyquist-planen,
jevnfgr Figur 2.1b.

Im Im
Re Re
G(iw) G(iw)
@ radius I, (w)
g(w) g(w)
a. usikkerhed pa amplitude b. normbegranset usikkerhed
og fase

Figur 2.1: Usikkerhedsomrider ved specifikation af a) amplitude og faseusikkerhed. b) Norm-
begreenset usikkerhed.

Der kan da defineres en familie af modeller:

G = {Ga:|Ga(iw) - G(jw

) < Lo(w)} (2.1)
= {Ga:|Ga(jw) — G(jw)

<
< L (w)|G(Gw) [} (2.2)

hvor G(jw) angiver den nominelle model, og Ga(jw) angiver mulige procesmodeller. £, (w) er
den maksimale, additive modelusikkerhed og £, (w) er den maksimale multiplikative (relative)
usikkerhed.

Et vilkirligt medlem af G kan beskrives som:
Ga(jw) = G(jw)(1 + A (jw)) = G(jw) + Ag(jw) (2.3)
hvor den aktuelle multiplikative eller additive modelafvigelse (A, eller A,) er begranset af:

[Am(jw)| < b (w) (2.4)
|Au(jw)| < Lo (w) (2.5)

Den multiplikative modelusikkerhed er ofte stigende med stigende frekvens da de modeller,
der anvendes i forbindelse med regulatordesign, udledes med henblik pa beskrivelse af den
dominerende dynamik.

Den normbegraensede modelafvigelse tillader, hvis £,,,(w) > 1, at modellerne har forskelligt
antal nulpunkter i hgjre halvplan. Et nulpunkt pa jw-aksen muligggres f.eks. af A, (jw) = —1,
jevnfgr Ligning 2.3.

Derimod er beskrivelsen ikke velegnet til at beskrive procesusikkerhed, hvis antallet af poler
i hgjre halvplan kan variere, idet dette betyder, at £,,(w) skal antage veerdien oo.

Robust Procesregulering
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Bemeerk, at £, og £, er frekvensafthaengige skalarer og saledes funktioner af w (og ikke jw). Vi
vil imidlertid ofte repraesentere £,(w) og £y (w) ved hjelp af normale overfgringsfunktioner,
hvor vi udelukkende vil interessere os for amplituden.

2.3 Nominel stabilitet

Et reguleringssystem er internt stabilt, hvis patrykkelse af et begreenset signal et vilkarligt
sted i systemet ikke genererer et ubegraenset signal noget sted i systemet. P& Figur 2.2 er vist
en reguleret proces, hvor der er 3 input (r,v’,d) og 3 output (e, u,y) til det samlede system.

u'(s) d(s)

r(s) () e(s) K(s) U(Sl@ G(s) m(s)@ \

Figur 2.2: Reguleret system med input til analyse af intern stabilitet.

Ved analysen af intern stabilitet, er det ikke ngdvendigt at teste en 3 x 3 matrix, da flere af
signalerne stabilitetsmaessigt indeholder den samme information. F. eks. har signalerne d og
r samme indflydelse p& output u hvad angér stabilitet. Idet 7 og u' veelges som input og y og
u veelges som output, kan nedenstédende overfgringsmatrix opstilles:

[ y(s) ] _ [ 1fgz(<s<)s) 1+%(1?<s) ] [ r(s) ] (2.6)

K(s) —GK(s)
1+GK(s) 1+GK(s)

Af Ligning (2.6) fremgéar, at det regulerede system kun er internt stabilt, hvis ingen af de 4
elementer i matricen har poler i hgjre halvplan. Ligeledes fremgar, at hvis bade G(s) og K (s)
er stabile, er det tilstraekkeligt at analysere den karakteristiske ligning 1 + GK(s) = 0.

Det bemeerkes, at hvis G(s) har en ustabil pol, er anvendelse af en regulator, der eksakt
plomberer den ustabile pol, ikke tilstraekkeligt til at garantere intern stabilitet. Dette indses
af Ligning (2.6), idet et begraenset input u' medfgrer et ubegraenset output pa y.

2.4 Robust stabilitet.

Hvad er nu betingelsen for, at det regulerede system er robust stabilt, altsid at systemet er
stabilt for alle procesmodeller indeholdt i G 7. Vi antager, at alle modeller i G har samme
antal poler, n, i hgjre halvplan.

Det regulerede system er da kun stabilt, hvis Nyquistkurven for GK (jw) omkranser Nyquist-
punktet (-1,0) n gange mod uret.

Hvis K(s) stabiliserer det nominelle system G(s) bliver betingelsen for, at K (s) stabiliserer
alle modeller i G, at antallet af omkransninger af (-1,0) ikke sendres. Dette er ensbetydende

Robust Procesregulering
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Imag.

('170)

Real

1 +GaK(jw)
1+ GK(jw)

Figur 2.3: Afstand til Nyquistpunktet (-1,0) for det nominelle system G(s) og for en vilkarligt
model 1 G.

med, at det omrade i Nyquistplanen, der deekkes af mulige GaK (jw) ikke omfatter (-1,0),
eller at afstanden fra G(jw) til (-1,0) er stgrre end GK (jw)£p, (w):

|1+ GK(jw)| > |GK (jw)lm(w)] , Yw (2.7)

Dette udtryk kan omskrives til falgende:

GK(w) , }
|1+GK(jw)|em( ) <1, v (2.8)
eller
IT(jw)lm(w)| <1, Yw (2.9)

Hvor T'(s) er lukketslgjfe overforingsfunktionen fra referencen til output ogsé kaldet den kom-
plementare fglsomhed. Hvis modelusikkerheden er specificeret ved begraensning af stgrrelsen
(normen) af modelafvigelsen far vi altsé et analytisk udtryk som betingelse for robust stabi-
litet, hvilket giver mulighed for at anvende betingelsen direkte i designmetoder hvor der for
eksempel indgar minimering. Hvis modelusikkerheden er givet pa andre mader, for eksempel
ved angivelse af usikkerhed pa fase og amplitude vil det veere mere oplagt at anvende design-
metoder metoder hvor det grafisk kontrolleres at usikkerhedsomradet for abenslgjfefunktionen
ikke omfatter Nyquistpunktet (-1,0)

Robust Procesregulering



Kapitel 3

Nominel og robust ydeevne

I dette kapitel vil vi undersgge hvilke ydeevnekrav vi skal stille til det regulerede system.
d(s)

y(s)

7‘(3)‘@ e(s) K(s) u(s) G(s) m(s),

)

Figur 3.1: Standard feedback konfiguration.

Pa Figur 3.1 er vist et standard feedback reguleret system. Det regulerede system har som
input referencen r, og forstyrrelsen d. Da de 2 input med undtagelse af et fortegn resulterer i
samme fejl e behandles de i det fglgende samlet med betegnelsen v.

Regulatoren designes traditionelt til et specifikt input. Det geelder for klassiske designmeto-
der, hvor man ofte designer sa det regulerede systems respons pa step- eller rampeformede
input overholder visse karakteristika som omtalt i Kapitel 1. Ligeledes sigter lineser kvadratisk
kontrol mod at minimere fejlen ved et givet inputsignal.

I praksis er det ofte mere relevant at designe regulatoren til en klasse af beslaegtede input som
har samme karakteristika. Det, vi primeert vil sigte pa i denne fremstilling, er at undersgge
regulatorernes undertrykkelse af fejl ved input, som har samme ’stgrrelse’ udtrykt ved en
norm.

3.1 Signalnormer.

For at kunne male ’stgrrelsen’ af et tidsmaessigt signal vil vi bruge en norm. Den norm vil
bruge mest er 2-normen, der er defineret som

o= ( (:v(t)th)é (3.1)

13
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Man kan imidlertid ogsé definere en rakke andre normer signaler. For at en afbildning, || - ||
som f.eks ligning 3.1 af et tidssignal, v(¢) kan kaldes en norm kreeves, at den har fplgende 4
egenskaber

L o[ >0 Vo

2. vl =0 0v(t) =0, Vi
3. [av|| = |a| ||v||, Va € Re
4 o +ull < ol + [Jul

Det overlades til leeseren, at kontrollere , at sdvel 2-normen, som de nedenfor nzevnte normer
har disse egenskaber.

1-normen

ol = [ " (b))t (3.2)

—00

oQ-normen

[v]loo := Sltlpl’v(t)\ (3:3)

1-normen af et signal kan reprasentere et forbrug af en resource. co-normen kan vaere inter-
essant, hvis man vil undersgge om et signal er begraenset, for eksempel fordi der er fysiske
begrzensninger i systemet, der skal overholdes. 2-normen, som vi bruger mest, repraesenterer
typisk energien i signalet.

Vi kan desuden definere funktionsrum for signaler v(¢), som har endelig veerdi for henholdsvis
1-, 2- og oo-normen. Disse funktionsrum bengevnes L1, L9 0g Lo (Lebesgue rum) eller Hy,
Ho 0g Hoo (Hardy rum). Hardy-rum bruges for signaler, hvor v(¢) = 0 for ¢ < 0. I denne
note vil vi ikke komme naermere ind pé disse funktionsrum. Den interesserede laeser henvises

til [ZDGY6] eller [TC96].

Udover de naevnte normer kan det vaere interessant at bruge en stgrrelse, der kan repraesentere
middeleffekten

) 1 T 5 2
ol = Jim (g [ o02ar) (3.4

|| -||p er ikke en norm, da den ikke har egenskab 2. Den er nyttig fordi den ofte er defineret for
signaler hvor 2-normen ikke eksisterer og samtidig har de andre egneskaber som karakteriserer
normer. Det geelder signaler hvor der vedvarende er endelig effekt. Hvis omvendt ||v]j2 < oo
sa er ||v]|p = 0. ||v||p er ogsd kendt som RMS (Root Mean Square) veerdien af v(t).

Man kan pa samme made som i tidsdomeanet definere normer for signaler i frekvensdomaenet.
I denne note bruges sma bogstaver for savel tidssignaler som frekvenssignaler, s hvilken norm
der er tale om vil fremg3 af sammenhaengen. De vigtigste frekvensdomeaene normer er 2-normen
0g oo-normen

2-normen

Jolls := (% / Z |v<jw)|2dw)% (3.5)

Robust Procesregulering
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Bemeark den meget vigtige sammenhang (Parsevals seetning)

(s (o) s

som betyder, at 2-normen af tids- og frekvensdomane funktionerne er ens.

oo-normen
[0]]oo = sup [v(jw)] (3.7)
w

for co-normen geelder ikke en sammenheeng svarende til Parsevals setning (3.6).

3.2 Normer for systemer og overfgringsfunktioner.

Da signaler forskellige steder i en proces er knyttet sammen af systemets dynamik, er det
ligeledes interessant, at definere normer der knytter sig til systemet. Idet et system kan ka-
rakteriseres ved sin impulsrespons g(t) eller sin overfgringsfunktion G(s) = £(g(t)) defineres
2-normen som:

161 = (5 [ |G<jw)\2dt)% (33)

—0oQ

= ([ tatoat) : (39)

= llgl (310

Den midterste lighed er Parseval’s saetning. For overfgringsfunktioner definerer man ligeledes
H so-normen:

|Gl = sup |G(jw)] (3.11)
w

3.3 Specifikation af input.

Kendskab til de forekommende input til et system er vigtigt for at kunne specificere ydeevne
af en reguleringsslgjfe pa en rimelig made.

Vores fremgangsmade er, at vi vil beskrive en klasse af input, som er begraenset af en norm,
dernaest vil vi specificere ydeevne ved at satte graenser for normen af vores output signal,
oftest reguleringsfejlen e eller en filtreret udgave af fejlen. Til disse specifikationer vil vi bruge
2-normen eller eventuelt RMS veerdien !.

En klasse af signaler kan defineres som de signaler v’ der har en 2-norm, der er mindre end 1:

- {U'(s) ol = \/% /_oo o (je) ! (je)dew < 1} (3.12)

'Brugen af andre normer til regulatorspecifikation kan vzre yderst relevant og er genstand for udforskning
i gjeblikket. For eksempel kan brugen af 1-normen i tidsdomaenet veere relevant, hvis man gnsker at minimere
forbrug af en resource.

Robust Procesregulering
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Ved at filtrere v’ kan vi danne en ny klasse af signaler v, der er karakteristiske som input til
vores proces enten som forstyrrelse eller som reference.

V= {v(s) =W(s)v'(s) : [|v']]2 < 1} (3.13)

Ved at designe reguleringssystemet s det minimerer normen af den fejl, der kan forekomme
nar en klasse normbegraensede signaler er mulige input tager man hensyn til forskellige input
under en hat. Det er fordelagtigt, siden man i designfasen sjeeldent med sikkerhed ved, hvilke
referencezendringer eller forstyrrelser system vil mgde i drift.

Vi kan saledes karakterisere referencen r og forstyrrelsen d ved at tilfgje inputfiltre i vores
standard feedback slgjfe, se Figur 3.2.

d'(s)
Wa(s)
d(s)
r'(s) ] W, (s) r(s) /Z\_ e(s) K(s) u(s) G(s) m(s) @ y(s)

Figur 3.2: Reguleringsslgjfe med enhedsnormbegrensede signaler som input.

Eksempel 3.1 (Input Specifikation)

Dette eksempel er taget fra [MZ89]. Antag at vi ved at referencen r(t) kun endre sig i step
og at der kun er sma forstyrrelser sdledes at d(s) =~ 0 og v(s) = r(s). Vi skal da veelge en
input vegt W,(s) sdledes at v(s) = s~ ! og v'(s) € V'. Umiddelbart ville det synes naturligt
at velge W,.(s) = 1/s og lade v'(s) vere en impuls (v'(s) = 1). Imidlertid tilhorer v'(s) = 1
ikke maengen V', idet integralet i Ligning (3.12) bliver uendeligt (en impuls har ikke endelig
2-norm). Ergo giver veegten W,.(s) = 1/s ikke de pnskede karakteristika for referencen r(s). I
stedet kan vi anvende vegten:

_s+p
 s5v28°

Med dette filter er der i V indeholdt stepinput. Lad f.eks. v'(s) veere givet ved:

v'(s) = ;{i (3.15)

Wi (s) B>0 (3.14)

v'(s) € V' idet

1l = = [ ooy Gode = |2 [ 2 go=1 (3.16)
viz=1/5- _oov jw)v'(jw)dw =4 [ o il w = .

Robust Procesregulering
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For a = (3 er v(s) nu givet ved:

o(s) = Wi (s)o (s) = j+2g ﬂ _ % (3.17)

Samtidigt kan v(s) ved valg af a forskelligt fra B fis som lead/lag modificeret step.

_ o s+p
v(s) = \/;73(5 o) (3.18)

Dette indebeerer, at en requlator, der er designet for den normbegrensede input-mengde givet
ved ligning 3.13 med vegten fra ligning 3.14, vil fungere godt ikke alene for step-input, men
ogsd for steplignende input. Derudover vil V indeholde hele spektret af signaler hvor v' er
normbegrenset for eksempel signaler med dempede sinusinput.

Filter Wr til specifikation af input
40 T — T

T

[Wr| dB

-5 L L N T S i | L L N T S S i |

107 107" 10° 10"

Vinkelfrekvens [rad/sek]

Figur 3.3: Eksempel pd inputspecifikation (6 =1)

Pé figur 3.3 er vist et Bodeplot af amplituden af denne inputspecifikation med 8 = 1. En model
af denne type stemmer godt overens med mange requleringsproblemer, da den store amplitude
ved lave frekvenser stemmer med, at lavfrekvente referenceendringer eller forstyrrelser for-
ventes, at give anledning til lille reguleringsfejl, hvorimod requleringssystemet ikke forventes
at kunne undertrykke pavirkninger over en givet frekvensgrense.

Robust Procesregulering
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Den pé Figur 3.2 viste konfiguration kan ogsa bruges hvis man gnsker at designe sin regulator
til et bestemt input. Man kan da lade v’ veere en impuls, v'(s) = 1. v(s) bliver da et signal
med samme Laplacetransformerede som W (s).

Betragtes et sinusformet input v/, kan man ikke laengere bruge 2-normen, da integralet i
Ligning 3.1 ikke bliver endeligt. Det vil da veere mere hensigtsmaessigt at bruge RMS vaerdien
| - |- Hvis man stadig bruger filteret W(s) ses det, at frekvenskarakteristikken for W (jw)
angiver hvor store amplituder af v reguleringssystemet forventes at blive udsat for (eller
forventes at kunne behandle) ved forskellige frekvenser.

3.4 Krayv til ydeevne.

Det endelige krav til regulatoren er, at den fungerer 'godt’ pa det virkelige system. Dette krav
opdeles i delkrav:

1. Nominel stabilitet: Regulatoren skal sikre intern stabilitet i det regulerede system, nér
modellen er korrekt.

2. Nominel ydeevne: Regulatoren skal minimere fejlen e. (f.eks. udtrykt ved 2- normen af
fejlen ved givne input).

3. Robust stabilitet: For alle modeller i G se Ligning (2.2) skal regulatoren sikre intern
stabilitet.

4. Robust ydeevne: For alle modeller i G skal regulatoren sikre at samme krav som til
nominel ydeevne overholdes.

Kravene 1) og 3) er tidligere behandlet. Ydeevnekravene 2) og 4) uddybes i det fglgende.

Regulatoren har til formél at minimere den fejl e der opstar pa grund af referencen r (ser-
voproblemet) og forstyrrelsen d (reguleringsproblemet). De vigtigste overfgringsfunktioner,
jevnfgr Figur 3.1, er

e(s) _ _e(s) _yls) _ 1 .
o)~ ds) ds) 11 CERE (3.19)
y(s)  G(s)K(s _ (s

) 1+ GK(E) L (3.20)

Sterrelsen S(s) kaldes fglsomheden. S(s) gnskes normalt ’lille’ pd grund af gnsket om at
minimere fejlen e. G(s)K(s) er for fysiske systemer “egte” (engelsk: Proper. Dvs. orden af
navner stgrre end eller lig ordenen af naevner’). I praksis bgr man endda regne med, at
overfgringsfunktionen er “strengt eegte” (engelsk: Strictly proper. Dvs. ordenen af naevner
stgrre end ordenen af teeller), svarende til at der ingen signalgennemgang er ved meget hgje

frekvenser.
lim G(s)K(s) =0 (3.21)
Dette medforer at
Sli>r1010 S(s)=1 (3.22)

Robust Procesregulering
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Fglsomheden S(s) kan altsé kun fés ’lille’ over et begraenset frekvensomrade. Stgrrelsen 7'(s)
kaldes den komplementere fglsomhed pé grund af relationen

S(s) +T(s) = 1 (3.23)

T'(s) onskes teet pa 1 da y skal folge referencen. P grund af samme argumenter som ovenfor
kan dette ogsa kun realiseres over et begrenset frekvensomrade, da

lim T'(s) = 0 (3.24)

§—00

3.5 Hs optimal regulering (LQ).

Som mal for hvor god en regulator er, benyttes ofte integralet af kvadratet pa fejlen ved et
givet referencesignal eller en given forstyrrelse. Ved #Ho optimal eller lineser kvadratisk (LQ)
regulering antages inputtet v'(s) at veere lig en impuls v'(s) = 1. Den optimale regulator er
med andre ord den, der minimerer 2-normen af fejlen ved et specifikt input som kan dannes
ved v(s) = W(s)1. K bliver da den regulator der lgser fgplgende minimeringsproblem

KekK

1 = 1 _2
in llel|2 min (/ le(t)] dt) (3.25)

1
e\
= min <2ﬂ/_oo|e(]w)| dw) (3.26)
= pin (£ [ st pas) 321)
= pip\ar | ISUr G -
2 B N
— i (5: [ ISt o)) (3.25)
= min [SWjs, (3:29)

hvor K er meengden af alle stabiliserende regulatorer.

En Hs-optimal regulator K (s) minimerer siledes Ho-normen af fglsomheden S veegtet med

w.

3.6 H - optimal regulator.

I stedet for at bestemme en regulator, der minimerer fejlen for et specifikt input, kan man
vaelge at bestemme en regulator, der minimerer den maksimale fejl for alle input indeholdt i
V, se Ligning (3.13), dvs. for alle normbegrensede signaler, der er vaegtet med en frekvens-
afhaengig vaegt W(s). Med denne input-specifikation dimensioneres regulatoren for en klasse
af input, som hvis man ikke har preecist kendskab til det aktuelle indput kan veere mere i
overensstemmelse med de faktisk forhold end det specifikke input, der benyttes i forbindelse
med Ho-optimale regulatorer.

Vi gnsker nu at bestemme en regulator, der minimerer fejlen for alle input indeholdt i V. Med
andre ord gnsker vi at bestemme den regulator K, der minimerer den stgrste veerdi, 2-normen

Robust Procesregulering
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af fejlen e kan antage, for input v indeholdt i V. Dette kan udtrykkes som

K(s) = arg min sup|le|lo = min sup |[|[SWv' 3.30
(5) = arg min supllels = min sup W/, (3.30)

For at kunne finde den optimale regulator K ma vi fgrst fastleegge hvilket input, der for en
given K giver den stgrste veerdi af 2-normen af fejlen:

1
1 [ ) ' , 3
suplel = sup (5= [ 18G)W G ()P (3.31)
veV v eV’ T J 00

Man kan vise, at dette integral antager sin stgrste veerdi hvis v’ er et sinusformet signal der
er modificeret sa 2-normen eksisterer. Dette kan f.eks veere et sinussignal med endelig men
lang varighed og amplitude afpasset s& normen er 1. Vinkelfrekvensen af sinussignalet skal da
veere den frekvens, hvor |S(jw)W (jw)| har sin maksimale veerdi. Vi har da

sup [le[l2 = sup |S(jw)W (jw)| = [|SW |3, (3.32)

Vi har altsé fundet, at den stgrste vaerdi, 2-normen af fejlen kan antage for noget input i V,
er lig med Hoo-normen af SW. Den regulator, der gnskes, er da den der lgser minimerings-
problemet

i = min ||SW|3,, = mi S(jw)W (j 3.33
min :ggllellz min [|SW |5, glelgsgp\ (Jw)W (jw)| (3.33)

Den Mo, optimale regulator minimerer med andre ord Hoo-normen af fglsomhedsfunktionen
S(s) veegtet med W (s).

Man ser altsd, at den Ho optimale regulator minimerer middelvaerdien over alle frekvenser af
kvadratet pa |S(jw)W (jw)|? , mens den H, optimale regulator minimerer maksimalveerdien
af |S(jw)W (jw)] -

Ved en skalering af W (jw) vil det da veere muligt at formulere H o, kravet om nominel ydeevne
som

|S(jw)W (jw)| < 1, Yw (3.34)
eller

[SW 3 < 1 (3.35)

Fordelene ved at anvende H,-normen til specifikation af ydeevnekravet fremfor Hs-normen
er:

e Designeren kan direkte begraeense den peakveerdi, som S(jw) kan antage ved at laegge
begraensninger pa inputveegten W (jw).

e Designeren kan ved hjelp af inputveaegten W (jw) direkte angive den gnskede bandbredde
pa fglsomhedsfunktionen S(jw), defineret som den veerdi af w hvor S(jw) kommer under

V2 (3 dB).

Hertil kommer, at Hoo-normen ggr det muligt, at formulere et designvenligt krav til robust
ydeevne, hvilket fremgar af naeste afsnit.

Robust Procesregulering
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3.7 Robust ydeevne.

Hyvis vi kun stiller krav til nominel ydeevne og til robust stabilitet, kan der i G veere indeholdt
en model, som er pa kanten af ustabilitet. Denne vil derfor give en darlig ydeevne. For at
vaere sikker pa at regulatoren fungerer godt for alle modeller i G ma vi kraeve ydeevnekravene,
overholdt for alle modeller i G.

3.8 H; - robust ydeevne

Ved den H, optimale, robuste regulator forstas den regulator, der giver den mindste ydeevne
for den veerste procesmodel i G. Vi m3 derfor finde den model, der giver den dérligste ydeevne,
dvs. finde den model, der for et givet input v, giver den stgrste 2 -norm af fejlen

Maksimalvaerdien af 2-normen af fejlen kan bestemmes ved for hver frekvens at finde maksi-
malveerdien af den perturberede fglsomhed Sa(jw) ved geometriske betragtninger

1

9aU9) = T GA oK) (3.36)
1

< T+ GGIRGa) - CGaR Gl @] 2 €9 030

LS g g -

1= |T(jw)t(w)]

Ligning (3.38) angiver en gvre greense for fplsomhedsfunktionen Sa(jw), som igen kan bruges
til at beregne den stgrste veerdi af 2-normen for en givet regulator K (jw)

2
s el = /- [ SULIWURIL_g, (3.39)
e 27 oo |1 = [T(je0) (@)

Neevneren i udtrykket under integraltegnet skyldes usikkerhed i modellen. Opgaven er nu at
bestemme den regulator, der giver den minimale veerdi af den veerste ydeevne givet ved oven-
stadende udtryk. Dette er ikke umiddelbart muligt, da K pavirker integralet pa en kompliceret
méade. Udtrykket kan derimod anvendes til at kontrollere om en given regulator opfylder de
ydeevnekrav der er opstillet.

Regulatoren ma alts& designes pad andre mader. De metoder, man anvender, indrager varia-
tioner i styresignalet i den ydeevne, der minimeres (f. eks. GPC (General Predictive Control)
og LQG (Linear Quadratic Gaussian)).

3.9 H, - robust ydeevne.

Den H - optimale robuste regulator er den regulator, der minimerer den stgrste veerdi af
|SA(jw)| veegtet med W (jw) for den veerste procesmodel.

I fglge kravet til o, nominel ydeevne i Ligning (3.33), skal regulatoren for alle procesmodeller
opfylde kravet:

[SaW |le = sup|Sa(jw)W (jw)| <1 VGa€G (3.40)
w
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Den model Ga i G, som giver den stgrste veerdi af Sa(jw), er bestemt i Ligning (3.38). Ved
indseettelse i Ligning (3.40) fas kravet:

[SGW)W (jw)
11 =T (jw)lm (w)| |

<1l Vw (3.41)

Ved omskrivning fas:
ISG)W (jw)| + [T (jw)lm(w) <1 Vw (3.42)

Der er hermed formuleret betingelser for robust ydeevne og robust stabilitet for SISO systemer.

Et eksempel pa en sddan specifikation stammer fra regulering af en vandforsyningspumpe
med en maksimal ydelse pd 3 m3/h ved 2.5 bar. Kravene var her oprindeligt formuleret i
tidsdomaenet som krav til fejl pa trykket ved et step i vandforbrug pa 0.67 m3/h

e maksimal transient fejl: 0.4 bar
e settling tid for fejl pa 0.1 bar: 2 sek

e maksimal stationeer fejl: 0.1 bar

Vandforbruget pavirker trykket pd en made omtrent som gennem et fgrsteordens system.
Forstyrrelse kan altsd modelleres som

K_K,
sT+1 s

d(s) = (3.43)
hvor KKy = 1.3 bar/(m3/h) og 7 = 0.75 sek. For en given fglsomhedsfunktion kan den
tilsvarende respons pa forstyrrelsen nu beregnes. Der blev valgt en 1. ordens fglsomhedsgraense
Sp med en hgjfrekvens forsteerkning lidt over 1:

~ 1.4(s 4+ 0.01)

Sp(s) s+25

(3.44)
P& Figur 3.4 er vist tidsrespons og frekvensrespons af denne specifikation. Tidsresponsen ses
at overholde de oprindelige krav. Det antages derfor, at en sensivitet der ved alle frekvenser
ligger under denne specifikation ogsd vil overholde tidsdomenekravene. Bemaerk, at denne
antagelse ikke holder teoretisk i det generelle tilfzelde, men har vist sig anvendelig i praksis.
Vi kan herefter formulere en vaegtfunktion, der svarer til denne graense

(3.45)

Usikkerhederne i fysiske systemer er ofte stgrst ved hgje frekvenser. For pumpem er overfg-
ringsfunktionen bestemt ved systemidentifikation hvor inputsignalet har veeret et firkantsignal
med frekvensen 0.4 Hz, svarende 2.51 rad/sek. Den multiplikative modelusikkerhed, som blev
estimeret ved systemidentifikationen er derfor mindst ved denne frekvens og er igvrigt storst
ved hgje frekvenser. Pa Figur 3.5 er vist specifikationerne for for sensitivitet givet ved W og
komplementaer sensitivitet givet ved [, for pumpen

I Kapitel 6 og Kapitel 7 behandles designalgoritmer som tager sigte pé, et opfylde krav af
denne type.
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Figur 3.4: Tidsdomene respons pd forstyrrelsen og den tilsvarende frekvensrespons af folsom-
heds specifikationen Sp(s).

3.10 Slgjfetilpasning (loop shaping)

En klassisk made at opna et godt design er at tilpasse abenslgjfe overfgringsfunktionen, s&
den har et passende forlgb. Det er derfor af interesse, at undersgge om kravene til robust
stabilitet, nominel ydeevne og robust ydeevne kan omformuleres til abenslgjfe krav.

I frekvensomréader, hvor |W (jw)| er meget stgrre end 1 er kravet til nominel ydeevne, at sensi-
tiviteten skal veere meget mindre end 1. Kravet til sensitiviteten kan hermed god tilnsermelse
omformuleres til nedenstdende krav til &bensgjfe forsteerkningen

|K (jw)G(jw)| > [W (jw)] (3.46)

Tilsvarende kan kravene til robust stabilitet kan i frekvensomrader hvor I,,,(w) er meget stgrre
end 1 omformuleres til

1K (jw)Gjw)| < |@\ (3.47)

P& Figur 3.6 er sddanne krav vist for pumpesystemet sammen en abenslgjfekandidat, som
opfylder kravene.

En séden design metode leegger op til, at processns dynamik inverteres. Det er derfor vigtigt,
at veere opmaerksom pa, at plombering af processens poler og nulpunkter i hgjre halvplan skal
undgas da det vil medfgre at lukketslgjfen bliver ustabil.
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Inputfilter W og usikkerhed Im
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Figur 3.5: Kombination af inputspecifikation og usikkerhed

Krav til &benslgjfeforstaerkning fra W og Im
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Figur 3.6: Krav til abenslgjfe forsterkningen fra W og ly, 1 frekvensomrader hvor de hver iser
er store
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Specifikation af vaegtfunktionerne ses pa denne méde at veere et spgrgsmal om trade-off mellem
god forstyrrelsesundertrykkelse og robusthed og det interessante valg bliver den frekvens hvor
kurverne krydser hinanden. Ved denne frekvens skal man sikre sig, at begge vaegtfunktioner
er mindre end 1 for at kravene er mulige at opfylde. I frekvensomradet hvor W (jw) og I, (w)
krydser 1 giver kravet til robust ydeevne desvaerre ikke noget krav, som direkte kan oversaettes
til et abenslgjfe krav. Robust ydeevnekravet ma altsd ved et design af denne type opfyldes
ved trial and error.
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Kapitel 4

Introduktion til flervariable systemer

I dette kapitel vil vi give en introduktion til forskellige veerktgjer til analyse af flervariable
systemer. Specielt vil vi se pa poler og nulpunkter af flervariable systemer, den generaliserede
Nyquist seetning til stabilitetsanalyse af flervariable systemer samt frekvensresponsanalyse af
flervariable systemer ved hjelp af singuleerveerdier.

4.1 Poler og nulpunkter af flervariable systemer

For et single-input single-output (SISO) system med overfgringsfunktionen
bos™ + by 8™ 4 - + by,
s"Fasm 4 tay

er polerne defineret som de veerdier af den komplekse variable s, hvor G(s) = oo, og nulpunk-
terne defineret som de veerdier af s, hvor G(s) = 0.

G(s) = (4.1)

For et multiple-input multiple-output (MIMO) system med overfaringsmatricen:

Gu(s)  Gia(s) - Gip,(s)
G(s) = : : : (4.2)
Gnyl (8) GnyQ(s) T Gnynu (8)

kan polerne defineres analogt til SISO systemet; nemlig som polerne af samtlige skalaere over-
foringsfunktioner G11(s) - - - Gy, (8) 1 G(s). Denne definition er rimelig, idet mindst en af de
skaleere overfgringsfunktioner G11(s) -+« Gn,n,(s) er lig med oo, nar s har veerdien af en pol.
Ergo er mindst et af elementerne i overfgringsmatricen lig co, nar s er lig en pol.

Nulpunkter af flervariable systemer kan imidlertid ikke defineres analogt med SISO tilfeeldet,
idet overfgringsmatricen G(s) ikke er lig med nul bare fordi en af de skalaere overfgringsfunk-
tioner G11(s) -+ Gnyn, (s) er lig med nul. Saledes er nulpunkterne af et flervariabelt system
ikke lig med nulpunkterne for de enkelte skalaere overfgringsfunktioner G11(s) -+ Gy, (5)-
Nulpunkterne af en overfgringsmatrix G(s) defineres istedet som de veerdier af den komplekse
variable s, hvor G(s) taber rang. Rangen af en matrix A er defineret som antallet af linesert
uafhaengige raeekkevektorer i A og skrives

rank A (4.3)

Vi har da flg. definition af nulpunkter i flervariable systemer.
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Definition 4.1 (Nulpunkter i flervariable systemer) Nulpunkterne af en overforings-
matriz G(s) defineres som de veerdier af den komplekse variable s, hvor rank G(s) falder
under dens normale verds.

Nulpunkter defineret p& denne méade kaldes for transmissions-nulpunkter. Grunden hertil kan
ses af fglgende reesonnement. Hvis overfgringsmatricen G(s) taber rang for s = zy kan det
vises, se Afsnit 4.3.3, at der eksisterer en inputvektor ug forskellig fra 0 saledes at

G(Z())'U,Q =0 (4.4)
Ergo “blokeres” der for bestemte inputsignaler (transmissioner) for G(s = zp). Man siger at
transmissionsnulpunkter har transmissionsblokerende egenskaber.
4.1.1 Smith-McMillan form af en overfgringsmatrix

Poler og transmissionsnulpunkter af en overfgringsmatrix G(s) kan bl.a. findes ved at trans-
formere G(s) til dens Smith-McMillan Form. Det kan vises, at enhver zegte! overfgringsmatrix
G(s) kan omskrives til sin Smith-McMillan form:

G(s) = Ui(s)M(s)Us(s) (4.5)
U (s)diae d206) o xe(s) o .
= Uoiag { X0, X0 0,000} 0a(e) (46)

hvor Ui(s) og Ua(s) er unimodulere matricer. U(s) er en unimodulser matrix hvis og kun
hvis dens determinant det U(s) er uathengig af s (dvs. at det U(s) = konstant). M(s) er en
pseudodiagonal matrix og kaldes Smith-McMillan formen af G(s). Vi siger at G(s) og M(s)
er ekvivalente skrevet G(s) ~ M (s). Det er klart at G(s) og M(s) generelt ikke er lig med
hinanden G(s) # M(s). Polynomierne {x;(s), ¢i(s)} er moniske (dvs. med koefficienten 1 for
s 1 hgjeste potens) og indbyrdes primiske (dvs. ingen felles faktorer) og har flg. divisionse-
genskaber:

xi(s)[xi+1(s) S
dit1(s)|di(s) } t=1---,r—1 (4.7

Notationen x;(s)|xi+1(s) betyder, at polynomiet x;11(s) gar op i polynomiet x;(s) uden rest-
led. Vi definerer nu pol- og nulpunktspolynomierne:

p(s) = d1(s)d2(s) -~ pr(s) (4.8)
2(s) = x1(s)x2(s) -+ xr (s) (4.9)
Det kan da vises, at polerne og transmissionsnulpunkterne i overfgringsmatricen G(s) kan

findes som rgdderne i henholdsvis p(s) og z(s). Graden af polpolynomiet p(s) kaldes McMillan
graden af G(s).

For at bestemme Smith-McMillan formen af G(s), tages udgangspunkt i, at det kan vises, at
M (s) kan bestemmes via en serie af elementaere reekke- og sgjleoperationer pd G(s). Lad d(s)

'En overfgringsmatrix G(s) er zegte hvis der for enhver af dens elementer G;; (s) geelder, at |Gy (s)| — cij <
oo for s — oo og strengt aegte hvis |Gi; (s)| = 0 for s — oo.
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vaere den mindste feellesnaevner for elementerne Gy (s) af G(s). G(s) kan da skrives som:
Nu(s) -+ Nin,(s)

S : (4.10)
Nnyl(s) e N'ny'nu (3)
hvor N(s) er en polynomialmatrix (ikke en overfgringsmatrix). Der er nu 3 elementeere raekke-

eller sgjleoperationer vi kan lave pa N (s):

e Ombytning af 2 raekker eller sgjler.
e Multiplikation af en rakke eller sgjle med en konstant.

e Addition af en rzkke eller sgjle ganget med et polynomium til en anden.

Falles for disse operationer er, at de ikke sendrer rangen af matricen N(s). Hver af disse

elementeere operationer kan repraesenteres ved at multiplicere N(s) med en passende matrix

L(s), kaldet en elementer matriz. Det kan vises, at alle elementeermatricer er unimodulere.
N (s) kan nu ved en sekvens af raekke- og sgjleoperationer omskrives som

N(s) = L1(s)S(s)La(s) (4.11)

= Ll(s)dlag {61(3)7 62(3)7 Tt aeT(S)a 0,0,--- 70} LQ(S) (412)

Her er S(s) en pseudodiagonal polynomialmatrix. S(s) kaldes for Smith formen af N(s).
Polynomierne ¢;(s) er moniske og har flg. divisionsegenskaber:

€(s)|€ir1(s), i=1,---,r—1 (4.13)

Ergo er Smith formen af en polynomialmatrix akvivalent til Smith-McMillan formen af en
overfgringsfunktionsmatrix. Pointen er nu, at polynomierne ¢;(s) kan bestemmes ud fra de-
terminant divisorene:

Do(s) =1 (4.14)

D, (s) = stgrste feellesdivisor for alle 7 x 7 underdeterminanter af N(s) (4.15)

hvor hver af de stgrste feellesdivisorer normaliseres til et monisk polynomium. Det kan da
vises, se [Mac89, side 40—43], at polynomierne ¢;(s) er givet ved:

D;(s)

€i(s) = , =171 4.16

Z( ) Di—l(s) ( )
Smith-McMillan formen for G(s) er da givet som:
1

M(s) = — 4.17

() = 775 (4.17)

Ergo far vi flg. procedure til bestemmelse af Smith-McMillan formen for G(s):

Procedure 4.1 (Smith-McMillan formen for en overfgringsmatrix)
1. Lad G(s) veere en egte overforingsmatriz. Find den mindste fellesnevner d(s) for alle
elementerne i G(s) og omskriv til:

G(s) = —=N(s) (4.18)
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2. Bestem Smith formen af N(s):
N(s) ~ S(s) = diag{ei(s), €2(s),- - , & (s),0,0,--- ,0} (4.19)
hvor €;(s) bestemmes ud fra determinant divisorene D(s):

D;(s)

ei(s):m, 1=1,---,7 (4.20)

3. Smith-McMillan formen for G(s) er da givet ved:
1

G(s) ~M(s) = i) S(s) (4.21)

Det fplgende eksempel er taget fra [Mac89, Ex. 2.2].

Eksempel 4.1 (Smith-McMillan form af en overfgringsmatrix)
Lad G(s) veret givet ved:

_ 1 4 _
$24+35+2 s24+3s5+2

2 _ 2 o
G(s) = s+s—4 28 —s—8 (4.22)
$24+354+2 s2+3s+2

s—2 2s—4
| s+1 s+1 i

Den mindste fellesnevner for Gij(s) er d(s) = s + 3s + 2 og vi kan skrive G(s) som

1 1 -1
G(s) = 5——F—— s2+s5—4 252 —5—8 (4.23)
SIS ) (s4+2) (25—4)(s+2)
1
= Ve (4.24)

Smith formen for polynomialmatricen N(s) er givet ved

N(s) ~ S(s) = diag{e1(s),e2(s)} (4.25)
hvor €;(s) bestemmes ud fra determinant divisorene D(s):
Di(s) .
- L =12 4.6
Z( ) szl(s) ( )
Vi far nu
Do(s) =1 (4.27)
D;(s) = sfd{l, —1,82+5—4,26> —5— 8,52 — 4,25 — 8} =1 (4.28)
_ 1 -1 1 —1 s2+s—4 282 —5-38
D2(S)_Sfd{‘32+s—4 232—5—8" 5?2 —4 232—8" 5?2 —4 252 — 8 ‘
(4.29)
=sfd {3(s* —4),3(s* —4),3s5(s* —4)} =" —4 = (s +2)(s — 2) (4.30)
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sfd star for stgrste feellesdivisor. Vi har nu

_Dils) _
61(8) = Do(s) =1 (4.31)
ea(s) = gjg = (s+2)(s—2) (4.32)

hvorfor Smith-McMillan formen for G(s) er givet ved:

1
1 (s+1)(s+2) 332
G(s) ~ M(s) = @S(s) = 0 — (4.33)
0 0

idet vi har forkortet de felles led i teeller og nevner ud. Pol- og nulpunktspolynomierne for
G(s) er sdledes givet som

p(s) = (s +1)%(s +2) (4.34)
z(s) =s—2 (4.35)
G(s) har sdledes polerne s = —1,—1,—2 og transmissionsnulpunktet s = 2.
4.1.2 Tilstandsbeskrivelser
Et system beskrevet ved tilstandsformen
z(t) = Az(t) + Bu(t) (4.36)
y(t) = Cz(t) + Du(t) (4.37)

kan skitseres som i Figur 4.1. Da en integration i tidsdomzenet svarer til s~! i s-domeenet kan
overfgringsmatricen G(s) svarende til det tilstandsbeskrevne systems skrives

G(s)=C(sI— A 'B+D (4.38)

hvor I er en enhedsmatrix med samme dimension som A. Den inverse af en non-singuleer
kvadratisk matrix X er givet ved
—1_ 1
det X

adj X (4.39)
hvor adj X er den adjungerede til X. S& hvis sI — A er non-singuleer kan vi skrive G(s) som

G(s) Cadj(sI — A)B+ D (4.40)

1
~ det(sI — A)

Da Cadj(sI — A)B er en polynomialmatrix er det klart at alle poler i G(s) (nemlig de veerdier
af s for hvilke G(s) = oco) ma veere et nulpunkt i det(sI — A). Nulpunkter i det(sI — A) er
det samme som egenveerdierne af A. Ergo er alle poler i G(s) ogsd egenveerdier af A. Det
modsatte er imidlertid ikke altid tilfzeldet, idet nulpunkter i det(sI — A) kan blive forkortet
ud i Ligning (4.38) og saledes ikke kommer til at optreede som poler i G(s). Dette er tilfeeldet

Robust Procesregulering



Side 31 af 90

Figur 4.1: Tilstandsbeskrevet system.

nér realisationen (A, B, C, D) ikke er styrbar eller observerbar. P4 den anden side, hvis reali-
sationen (A, B, C, D) er styrbar og observerbar, s& vil nulpunkter i det(sI — A) veere lig med
polerne i G(s) og pol-polynomiet p(s) vil veere givet ved

p(s) = det(sI — A) (4.41)

Dette betyder, at dimensionen af A ikke kan veere mindre end McMillan graden af G(s). Derfor
kaldes en tilstandsrealisation, som er bade styrbar og observerbar for en minimal realisation.
Vi kan nu summere ovennaevnte resultater i fglgende satning.

Satning 4.1 (Poler i tilstandsbeskrevne systemer) Lad G(s) vere en overfpringsma-
triz med en minimal realisation (A, B,C,D) og p(s) vere Smith-McMillan polpolynomiet af
G(s). Si geelder det at

dim A = degp(s) (4.42)

Altsé: McMillan graden af G(s) er lig med dimensionen af en minimal realisation. Desuden
er egenveerdierne af A lig med polerne af G(s). Bemeerk at hvis (A, B, C, D) er en realisation,
der ikke er minimal, sd vil polerne i G(s) udgore en delmengde af egenveerdierne af A.

4.1.2.1 Fra overfdgringsmatrix til tilstandsbeskrivelse

Transformationen af et tilstandsbeskrevet system til en overfgringsmatrix er entydig, nemlig
givet ved Ligning (4.38). Modsat er der mange mader, hvorpa en overfgringsmatrix kan trans-
formeres til en tilstandsbeskrivelse. En umiddelbar fremgangsmade er at bestemme separate
tilstandsbeskrivelser for hver sgjle i G(s) — dvs. for hvert input — og s samle disse beskrivelser
til en samlet tilstandsform. Lad G;(s) veere den i’te sgjle i G(s) saledes at

G(s) = [G1(s),G2(s)," -+ , Gn,(5)] (4.43)
Opskriv da hver sgjle som
Gi(s) = Z:gz)) +6; (4.44)

hvor d;(s) er feellesnsevnerpolynomiet af G;(s):

di(s) = sk 4 diski™t ... 4 g (4.45)

Robust Procesregulering



Side 32 af 90

Bemeerk at d;(s) er monisk. n;(s) er en vektor af polynomier, som hver har orden mindre end
k;. Det j’te element af n;(s) kan skrives som polynomiet:

nji(s) = n}iski_l + n?iski_z +ee 4 nf; (4.46)
0; er en vektor indeholdende konstanter.

En styrbar kanonisk tilstandsbeskrivelse af sgjlen G;(s) er nu givet ved realisationen
(AZaBzaczaéz) med

[ 0 1 0 0
0 1 0 0
A= | : : : : (4.47)
0 0 0 0 e 1
e !
[ 0 ke
0 ”’fz ”’fz Lo ni;
'n/’;? ngiil . ’I’L%
Bi=| : =\ " ' (4.48)
0 ka k);'—l -
1 Npyi Mngi 77 n}byi
Endelig kan en realisation (A, B, C, D) af G(s) findes som
A:diag{Al,AQ,--- 7Anu} B:diag{Bl,Bg,--- 7Bnu} (449)
C: [017025"' 7Cnu] D= [515523"' aé.nu] (450)

Denne realisation er styrbar, men ikke ngdvendigvis observerbar. Hvis der specielt gnskes en
minimal realisation, findes der algoritmer, hvormed de ikke-observerbare modes kan fjernes,
se f.eks. [Mac89, Section 8.3.5]. MATLAB funktionen tfm2ss.m fra MATLAB’s Robust Control
Toolbox laver en lignende tilstandsrealisation og minreal.m fra MATLAB’s Control Toolbox
kan omforme en ikke-minimal tilstandsrealisation til en minimal realisation.

Bemsarkning

I forbindelse med computer aided design i specielt MATLAB er det generelt nemmere at ar-
bejde med tilstandsbeskrivelser, fordi det er vanskeligt at repraesentere overfgringsmatricer
(det kreever i princippet 3 dimensionelle strukturer). Imidlertid er robust regulering hoved-
sageligt baseret pa frekvensresponsanalyse af diverse overfgringsmatricer, f.eks. sensitiviteten
S(s) og den komplementzere sensitivitet T'(s). Det er dog ikke noget problem at beregne fre-
kvensresponsen ud fra en tilstandsbeskrivelse af systemet. Derfor vil man ofte repraesentere sit
(flervariable) system pa tilstandsform i MATLAB selvom analysen foregér i frekvensdomaenet.
Denne blanding af tids- og frekvensdomaene er igvrigt meget symptomatisk for moderne robust
regulering. Bl.a. er den mest udbredte lgsning til H regulatorproblemet givet ved hjeelp af
tilstandsmatricer, selvom problemet er givet i frekvensdomanet. Man har sdgar introduceret
en notation, hvor en overfgringsmatrix gives ved hjalp af en tilstandsrealisation:

G(s)=C(sI—A)'B+D2 [%’%] (4.51)
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4.2 Nominel stabilitet af flervariable systemer

Vi vil nu kigge pa betingelserne for nominel stabilitet af flervariable systemer. Disse betingel-
ser er igvrigt fuldsteendig analoge med de tilsvarende for skalere (SISO) systemer. Som for
SISO systemer er en flervariabelt system stabilt hvis samtlige dets (Smith-McMillan) poler er
placeret i (den lukkede) venstre halvplan.

4.2.1 Intern stabilitet

Betragt det regulerede system i Figur 4.2. Nu antages det, at alle signaler er vektorer og alle
overfgringsfunktioner er matricer af korrekte dimensioner.

Figur 4.2: Reguleret flervariabelt system.

Ved intern stabilitet vil vi igen forsta, at patrykkelse af et begraenset signal et vilkarligt sted
i slgjfen ikke genererer et ubegreaenset signal et andet sted i slgjfen. Som ved SISO systemer
bliver betingelsen for intern stabilitet at overfgringsmatricen fra r(s) (eller d(s)) og u'(s) til
y(s) og u(s) er stabil. Ergo kreeves det for intern stabilitet at systemet:

[ y(s) ] _ [ (I+G(s)K(s)) 'G(s)K(s) (I+G(s)K(s)) "G(s) ] [ r(s) ]
u(s) K(s)(I+G(s)K(s))™'  —K(s)(I+G(s)K(s))"'G(s)
(4.52)

har alle sine poler i den lukkede venstre halvplan. Laeg merke til, at vi ikke bruger brgker
i Ligning (4.52), da dette ikke giver mening for matricer. Desuden er det (meget) vigtigt at
huske at matrix multiplikation ikke er kommutativ, dvs. at faktorernes orden i f.eks. (I +
G(s)K(s)) 'G(s)K(s) ikke er ligegyldig, da G(s)K(s) # K(s)G(s) generelt.

For at systemet i Ligning (4.52) skal veere stabilt skal alle 4 overfgringsmatricer veere stabile.

Eksempel 4.2 (Intern stabilitet)

Huis regulatoren K (s) er stabil kan intern stabilitet checkes ved at checke hvorvidt overfprings-
funktionen (I + G(s)K(s))"'G(s) er stabil. Antag nemlig at K(s) og (I + G(s)K(s))"'G(s)
faktisk er stabile overfgringsfunktioner. I sd fald vil enhver kombination (produkt) af disse
to overforingsfunktioner veere stabil. Sdledes vil (I + G(s)K(s))"'G(s)K(s) og —K(s)(I +
G(s)K(s))~1G(s) veere stabile. Vi mangler da at vise, at ogsd (I +G(s)K(s))~! er stabil. Det
er imidlertid givet af

(I+G)K(s) ™' =T—(IT+G(s)K(s)7'G(s)K(s) (4.53)

samt stabiliteten af (I + G(s)K(s)) " G(s)K(s). Pd samme mdde kan det let vises, at hvis
systemet G(s) er stabilt, er en ngdvendig og tilstreekkelig betingelse for intern stabilitet af
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lukket slgjfen i Figur 4.2, at K(s)(I + G(s)K(s))~! er stabil. Hvis bide K(s) og G(s) er
stabile kan intern stabilitet checkes ved stabilitetsanalyse af (I+G(s)K(s))™! eller simpelthen
af lukketslgjfen.

4.2.2 Den generaliserede Nyquist seetning

Den generaliserede Nyquist seetning spiller en central rolle i robust reguleringsteknik. Som
den klassiske Nyquist Seetning for enkelt-variable systemer satter den generaliserede Nyquist
Seetning os istand til at vurdere stabiliteten af et reguleret system ved analyse af dben slgjfen,
typisk G(s)K(s).

Betragt systemet i Figur 4.2 for u'(s) = 0 og d(s) = 0. Lad &ben slgjfen G(s)K(s) have
tilstandsbeskrivelsen
z(t) = Aoz (t) + Boe(t) (4.54)
y(t) = Cox(t) + Dye(t) (4.55)
Nér slgjfen lukkes far vi e(t) = r(t) — y(¢), hvorfor
y(t) = Cox(t) + Do(r () — y(t)) (4.56)
& (I+D,)y(t) = Cualt) + Dyr(t) (457)
& y(t) = (I +D,) 'Coz(t) + (I + Do) ' Dyr(t) (4.58)
& y(t) = Cex(t) + Der(t) (4.59)
hvor C. = (I + D,) 'C, og D. = (I + D,) ' D,. Desuden har vi at:

L(t) = Aoz(t) + Bo(r(t) — y(t)) (4.60)
& @(t) = Asz(t) + B, (r(t) — (I + Do) 'Coz(t) — (I + D,) ' Dyr(t)) (4.61)
& #(t) = (Ao — Bo(I + Dy)7'C,) z(t) + B, (I — (I + Do)~ D,) r(t) (4.62)
& z(t) = Acx(t) + Ber(t) (4.63)
hvor
Ac= A, — Bo(I + D,) 'C, (4.64)
B.= B, (I - (I+D,)"*D,) (4.65)
= B, (I +Do)™'(I + D — D)) = Bo(I + D,) ™! (4.66)
Vi definerer nu det dben slgjfe karakteristiske polynomium ¢or(s):
dor(s) = det(sI — A,) (4.67)
og det lukket slgjfe karakteristiske polynomium ¢cr(s):
dor(s) = det(sI — A.) (4.68)

Som beskrevet i Afsnit 4.1.2 er stabiliteten af lukketslgjfe systemet bestemt af nulpunkterne i
det karakteristiske polynomium ¢¢r(s). For at né frem til et “Nyquist-lignende” udtryk gnsker
vi at udtrykke ¢cr(s) ved hjeelp af dben slgjfen G(s)K (s).

Til dette forméal definerer vi retur differensen F(s) som
F(s) =1+ G(s)K(s) (4.69)

Vi far desuden brug for flg. lemma, som vi praesenterer uden bevis
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Lemma 4.1 (Schurs formel for opdelte determinanter) Lad en kvadratisk matriz P
veere opdelt som

Py Py ]
P = 4.70
[ Py Py (470)

Sa kan determinanten for P udtrykkes som
det P = det P11 det(PQQ - P21P1_11P12), hvis det P11 7é 0 (4.71)
eller

det P = det P22 det (P11 — P12P251P21), hvis det P22 7£ 0 (4.72)

Opskriv nu determinanten for retur differensen F(s) som

det F(s) = det(I + Cy(sI — Ay) "' B, + D,) (4.73)

Med variabelsubstitutionerne

P11 =sl — AO P12 == —Co (4:74)
Py =B, Py =1+D, (475)

svarer hgjresiden af (4.73) til det sidste led i hgjresiden af (4.71). Hvis vi multiplicerer med
det P11 = det(sI — A,) fas derfor

det(sI — A,) det(I + D, + Co(sI — Ap) ™' B,) = det ([ SI__CAO 7 f‘b D (4.76)

1 sl — A, B,
<~ det F(S) = mdet <|: —Co I+Do :|> (477)

Ved atter at anvende Schurs formel kan vi desuden vise at

_ -1

det ([ IO’ BO(IIJF Do) D = det I, det (I, + 0L, Bo(I + D,) ") (4.78)
n

=detI, det I, =1 (4.79)

Ved at kombinere Formel (4.79) med (4.77) fas

B 1 I, —Bo(I+ D,)! sI—A, B,
detF(s)—idet(SI_Ao)det<[ : In Ddt([ o 1+D,,D

(4.:80)
S detF(s) = mdet ([ SI_A"*%’&*D“_ICO HODO D (4.81)
S detF(s) = m det(sT — A) det(I + Dy + co(sT — A;)~10) (4.82)
& detF(s) = m det(sT — A,)det(I + D) (4.83)
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Da limgs_,o F'(s) = I + D, fas endelig at

det F(s) = Zﬂ det F(c0) (4.84)
OL
~ det F(s)
< dcoL= det F(oo) doL (4.85)

Nu har vi udtrykt det lukket slgjfe karakteristiske polynomium ¢¢r ved hjelp af retur diffe-
rensen F'(s) samt det aben slgjfe karakteristiske polynomium ¢or,. Bemeerk, at det F'(co) blot
er en konstant skaleringsfaktor. For fysiske systemer er aben slgjfen som oftest strengt agte,
og sé er det F'(0o) = 1. Vi kan nu relatere nulpunkterne for det F'(s) til polerne i henholdsvis
aben og lukket slgjfe systemet. Af Formel (4.84) ses det at

e Lukket slgjfe poler (dvs. nulpunkter for ¢¢y) optreeder som nulpunkter i det F'(s).

e Aben slgjfe poler (dvs. nulpunkter for ¢or,) optrader som poler i det F(s).

Antag nu at det F(s) har n, poler og n, nulpunkter i hgjre halvplan. P4 preecis samme vis
som for SISO systemer har vi da ud fra argument princippet at:

Aargdet F(s) = —2m(n, — nyp) (4.86)

hvor A arg angiver endringen i vinkelen (argumentet) af det F'(s) nar s gennemlgber Nyquist
D konturen? saledes at A arg /(27) angiver antal omkransninger omkring origo mod uret.

Hyvis lukket slgjfen skal veere stabil ma vi séledes have at n, = 0, da n, jo angiver antallet af
RHP poler i lukket slgjfen. Ergo:

n, =0 = Aargdet F(s) = 2mn, (4.87)

Dette leder os nu frem til den generaliserede Nyquist Saetning:

Satning 4.2 (Generaliserede Nyquist satning I) Huvis dben slgjfe overforingsmatricen
G(s)K(s) har ny, poler i hgjre haluplan si er systemet internt stabilt hvis og kun hvis Nyquist
billedkurven af det F'(s) = det(I + G(s)K(s)) omkranser origo n, gange mod uret, ndr s
gennemlgber Nyquist D konturen, idet det forudsettes at der ikke er forekommet nogle RHP
pol-nulpunkts forkortelser i produktet G(s)K (s).

Et sekvivalent stabilitetskriterium kan udledes ved hjelp af karakteristiske loci. Hvis \j(w) er
en egenveerdi af G(jw)K (jw), si er de karakteristiske loci for G(s) K (s) defineret som graferne
Ai(w) for 1 < ¢ < mn, hvor n er storrelsen af produktet G(s)K(s), nar s gennemlgber Nyquist
D konturen. Da determinanten af en matrix X er lig med produktet af egenveerdier for X har
vi da:

Aargdet(I + G(s)K(s)) = Aarg H (I + G(jw)K (jw)) (4.88)
= Aarg [T+ M(G(w)K () (4.89)
=D Aarg(l+ X(G(jw) K (jw)) (4.90)

2Nyquist D konturen gr op ad den imaginzere akse fra origo til uendelig, og derefter langs en halvcirkel i
den hgjre halvplan indtil den mgder den negative imaginzere akse og endelig op til origo. Hvis konturen mgder
poler pa den imagineere akse indrykkes den saledes at disse poler udelades.
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Da antallet af omkransninger for (1 + \;(G(jw)K (jw))) om origo er lig med antallet af om-
kransninger for A\;(G(jw)K (jw)) om Nyquist punktet (—1 + 07) kan vi nu formulere et sekvi-
valent Nyquist stabilitetskriterium:

Sztning 4.3 (Generaliserede Nyquist saetning IT) Huvis dben slgjfe overforingsmatri-
cen G(s)K(s) har n, poler i hgjre halvplan sd er systemet internt stabilt hvis og kun hvis
de karakteristiske loci for G(s)K(s) omkranser Nyquist punktet, (—1 + 0j), n, gange mod
uret, ndr s gennemlgber Nyquist D konturen, idet det forudsettes at der ikke er forekommet
nogle RHP pol-nulpunkts forkortelser i produktet G(s)K(s).

Bemark at de to Nyquist seetninger udtaler sig om intern stabilitet af lukket slgjfen, dvs. om
stabiliteten af samtlige overfgringsmatricer i Formel (4.52). Dette skyldes at &ben slgjfen for
de 4 systemer er den samme, nemlig G(s)K (s).

4.3 Frekvensrespons af flervariable systemer

Frekvensresponsanalyse spiller en central rolle i sével klassisk SISO regulering som moderne
flervariabel robust regulering. For enkeltvariable systemer er frekvensresponsen for en over-
foringsfunktion G(s) naturligt givet som den absolutte veerdi samt vinkeldrejningen af den
komplekse variable G(jw) for 0 < w < oo. For flervariable systemer er G(jw) jo imidlertid
en kompleks matrix, si fglgende spgrgmal melder sig: hvordan karakteriserer vi den absolutte
veerdi (forstaerkningen) af en kompleks matrix med en skalar vaerdi?

Da vi anvender egenvaerdier i den generaliserede Nyquist Saetning er det umiddelbart fristende
at bruge spektral radius:

p(G(jw)) = max |Ai(G(jw))] (4.91)
som maél for forsteerkningen af G(jw). Imidlertid viser det sig, at egenveerdier ikke ngdvendigvis

giver et godt billede af forsteerkningen af en overfgringsmatrix. Istedet vil vi udvide norm-
begrebet introduceret i Kapitel 3 til vektorer og matricer.

4.3.1 Vektornormer

Hvis z € C™ er en n-dimensional kompleks vektor definerer vi Holder eller p-normen af z som

n 1/10
2, = (Z mv’) (4.92)
=1

Inden for reguleringsteori er det hovedsageligt 1-, 2- og co-normen, som er vigtige, idet de har
en fornuftig fysisk mening:

n
Izl =" |zl absolut sum (4.93)
=1

n

llz]|2 = Z |2 = Va*z Euklidisk leengde (4.94)
i=1

||| o = max |z;] max. absolut veerdi (4.95)
(3

Robust Procesregulering



Side 38 af 90

I Formel (4.95) star z* for den kompleks konjugerede transponerede af x. Leeg desuden maerke
til at 2-normen ||z||2 er den ssedvanlige Euklidiske lzengde af den komplekse vektor z.

4.3.2 Inducerede normer

Vi kan nu definere matrix p-normer ud fra de tilsvarende vektor p-normer. Lad A € C™*"
vaere en m X n dimensional kompleks matrix. S& er p-normen for A defineret som:

|| Az||
||A||p = Sup P’
zeCr g0 ||]p

VA € Cmxn (4.96)

Vi siger at matrix p-normen er en induceret norm; den er induceret af den tilsvarende vektor
p-norm. Man kan fortolke ||Al|, som den maximale forsteerkning af matricen A méalt ved p-
norm forholdet mellem vektorer for og efter multiplikation med A. Generelt er det vanskeligt
at udregne matrix-normer, men for p = 1,2, 00 eksisterer der ret simple algoritmer til at
bestemme || Al|,. For A = [a;;] € C™*" kan det vises at:

m
|AlL = maxz ;] max. sgjle sum (4.97)
i 4
i=1
|All2 = max y/A;(A*A) stgrste singuleerveerdi - se nedenfor (4.98)
2
n
| Ao = mzaxz i max. reekke sum (4.99)
i=1

4.3.3 Singulaerveerdier

Vi kan nu anvende de ovenfor definerede matrix-normer som maél for forsteerkningen af vores
frekvensrespons G(jw). Betragt input-output relationen

y=G(jw)u (4.100)

Vi vil altsé beskrive forsteerkningen af frekvensresponsen G(jw) som stgrrelsesforholdet mel-
lem outputtet y og inputtet u malt med vektor p-normen. Det lader jo til at veere en rimelig
made at male forsteerkningen pa. Problemet er, at enhver norm ||G(jw)ul||, er afthengig ikke
bare af stgrrelsen af inputtet ||u||,, men ogsé af inputvektorens retning. Dette forhold er en af
de fundamentale forskelle imellem SISO og MIMO systemer, idet inputtet for SISO systemer
jo er en skalar. Nér vi bruger matrix p-normen til at evaluere frekvensresponsen G(jw) finder
vi den maksimale forsterkning af G(jw), for alle retninger af inputvektoren u. Det vil sige,
at vi opnar en gvre greense for forsteerkningen af G(jw).

Bade 1-, 2- og oo-normen har potentiel anvendelse inden for reguleringsteknik. Imidlertid er
det teoretiske fundament kun rigtig veludviklet for 2-normen, selvom der for tiden forskes
intenst i anvendelsen af de to andre normer. Ergo, lad os evaluere frekvensresponsen for G(s)
ved

GGl = s 1GUL2

= max /X (G*(jw)G (jw)) (4.101)
u€C™,u#0 ||’U,||2 ?

max; /i (G*(jw)G(jw)) er ogsa kendt som den maksimale singuleerveerdi o(G(jw)). Hvis vi
nu lader w variere fra 0 til co kan vi beregne matrix 2-normen af G(jw) for alle veerdier af w.
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Dette vil give os en frekvensafhaengig gvre graense for forsteerkningen af overfgringsmatricen
G(s). Imidlertid vil vi ogsé gerne have en nedre graense for forsteerkningen. Denne nedre
graense er givet ved den mindste singulerverdi® defineret som

|G (w)uljw)]l

a(G(jw)) = weCmuz0  |lu(jw)l|2

(4.102)

Lad os lige rekapitulere:

Hvis vi maler forsteerkningen af en overfgringsmatrix G(s) som forholdet mellem
2-normen af outputtet y og inputtet u si vil den stgrste og mindste singuleervaerdi
af G(jw) bestemme en gvre og nedre graeense for denne forsteerkning.

Vi kan rent faktisk veere endnu mere specifikke i vores analyse af forsteerkningen for G(s),
nemlig ved hjelp af en singulerverdi dekomposition af G(jw). Lad os imidlertid lige forst
introducere fglgende lemma som definerer singuleerveerdierne for en kompleks matrix A.

Lemma 4.2 (Singulservaerdier og egenveerdier) Singulerverdierne for en kompleks ma-
tric A € C™*", kaldet 0;(A), er lig med de k storste (ikke-negative) kvadratrgdder af egen-
veerdierne af A*A, hvor k = minn, m. Ergo

oi(A) = VN(A*A),  i=1,2,-- ,k (4.103)

Normalt ordnes singulerverdierne sdledes at o; > 0j41.

Vi har altsd at:

A
5(A) = 01(A) = llA=ll2 _ I|Al] (4.104)
zEC™,z#0 ]2
A
o(4) = op(4) =  inf AZll2 (4.105)

z€C”,z#£0 ||.’L'||2

Forholdet mellem stgrste og mindste singuleervaerdi kaldes for konditionstallet x:

K(4) = 22 (4.106)

Lad os herefter introducere singuleerveerdi dekompositionen af en kompleks matrix A:

Lemma 4.3 (Singuleer vaerdi opspaltning) Lad A € C™*" yeere en kompleks matriz. S
eksisterer der to unitere* matricer U € C™X™ V € C™" og en diagonal matriz . € R™*"
sdledes at:

A=UsV* (4.107)
v
S 07| 2
=[w up - “m][ok 0] :2 (4.108)
Un
k
=3 o} (4.109)
=1

3dog kun hvis G(s) har mindst lige s& mange raekker som sgjler, ellers er den mindste forstzerkning altid 0
“En uniteer matrix U opfylder ligningen U*U = I.
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hvor
Yk : diag(o1,09, -+ ,0%).
Uy = Uy - m sgjler af U.
vl = vy ¢ n rekker af V*

Dette kaldes singuleerveerdi opspaltningen (SVD) af matricen A.

Singuleerveerdi opspaltningen af en reel matrix A kan fortolkes som fglger. Enhver reel matrix A
mapper geometrisk en enheds-radius hyper-sphere til en hyper-ellipsoide. Singulservaerdierne
0;(A) angiver leengderne af ellipsens hovedakser. Singulervektorene wu; giver de indbyrdes
orthogonale retninger af disse hovedakser og singulservektorene v; mapper til u; vektorene
med forsteerkning o;, altsd, Av; = oju;.

Eksempel 4.3 (SVD af en reel matrix)
Dette eksempel er taget fra [MZ89]. Lad A veere givet ved

0.8712 —1.3195
A= [ 1.5783 —0.0947 ] (4.110)

Singulerverdi opspaltningen af A er givet som A = UXV™ med:

U:%“ _11]’2:[3(1)]"/:%[\_/?__\}5] (4.111)

En geometrisk fortolkning er givet i Figur 4.3 med V = [v1,v2] and U = [u1, ua].

X Enhedscirkel ved inputsiden X Billede af enhedscirklen
1.5 1.5
1 1
0.5 0.5
0 0
05 -0.5
-1 -1
-15 -15
= -1 0 1 2 5 -1 0 1 2

Figur 4.3: Singuleerveerdi opspaltning af en reel matrix.

I det fglgende er nogle af de vigtige egenskaber for singularveerdier givet:

i [ Aull2

o= s Lo (4.112)
o(4) = of “ﬁt TL'Q (4.113)
o(A) < I(A)] < 3(4) (1114)
5(A) = g(jl) (4.115)
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1
a(A) = (AT (4.116)
5(ad) = |a|a(A) (4.117)
7(A+ B) <ad(A) +7(B) (4.118)
5(AB) < 5(A)5(B) (4.119)
max{5(4),5(B)} < 5([A B)) < vV2max{5(A),5(B)} (4.120)

i=1
hvor
Ai(4) : Den 7’te egenveerdi af A.
Egenskab (4.115) og (4.116) : Forudseetter eksistensen af G~1.
e’ : En konstant (kompleks) skalar.
tr {A*A} : Sporet af A*A.
Betragt nu atter input-output relationen:

y = G(jw)u (4.122)
Ved hjelp af Formel (4.109) pa side 39 kan vi formulere dette som

k
Y=Y uwoivju (4.123)
=1

Da V er uniteer vil v og v; veere ortogonale saledes at v;v; = 0, for 7 # j og viv; = 1. Antag
nu at u = av;. Input/output ligningen bliver da:

k
y= Zuiaiv;‘vja (4.124)

i=1
= ojau; (4.125)
Dette illustrerer, at hvis input vektoren u er i retning af v; sd vil forsteerkningen i systemet
veere preecis o og output vektoren y er preecis i retning af u;. Vektorsaettene {vi, v, -+ ,vn}
og {ui,ug, - ,un} er ikke overraskende kendt som input henholdvis output hovedretninger.

Singuleerveerdierne o; er ogsé kendt som hovedforsterkningerne (directional gains) for system
matricen G(s).

Ergo, hvis G(s) er en overfgringsmatrix, kan vi plotte singuleerveerdierne o;(G(jw)) for
1 = 1,-++ ,k som funktion af frekvensen w. Disse kurver er den flervariable generalisering
af Bode amplitude kurven for SISO systemer. For flervariable systemer afheenger forsteerk-
ningen af et input vektor sinus-signal ue’“! af retningen af den komplekse vektor u som illu-
streret overfor. Forsteerkningen er mindst o(G(jw)) og maksimalt 6(G(jw)). Konditionstallet
k(G (jw)), se (4.106) pa side 39, plottet imod frekvensen w illustrerer systemets forsteerknings-
fglsomhed overfor retningen af inputvektotren u. Hvis k(G(jw)) > 1 vil forsteerkningen af
systemet vaere meget atheengig af inputvektorens retning og man siger at G(s) er darligt kondi-
tioneret (ill-conditioned). Modsat, hvis k(G (jw)) = 1, Yw > 0, vil forsteerkningen af systemet
vaere insensitiv overfor inputvektorens retning og systemet siges at veere godt konditioneret
(well-conditioned). Et godt konditioneret flervariabelt system opfgrer sig i hovedtraekkene som
et SISO system og reguleringsdesign for sddanne systemer er forholdsvis ligetil. For darligt
konditionerede systemer m& man til gengeeld veere meget mere omhyggelig ved design og
analyse.
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Kapitel 5

Robusthedsanalyse af flervariable

systemer

I dette kapitel vil vi analysere stabilitet og ydeevne af flervariable systemer med usikkerhed.
Vi vil betragte et generelt flervariabelt system som skitseret i Figur 5.1. Alle signaler er
saledes generelt vektorer og G(s) og K(s) overfgringsmatricer. d(s) er en outputforstyrrelse
og n(s) repraesenterer méalestgj. Vi har set bort fra forstyrrelser pa inputtet u(s), men dette
kan ligeledes inddrages om ngdvendigt. I afsnit 5.1.2 formuleres ydeevneevneproblemet som
et 2 x 2 problem. For at lette omskrivningen anvendes en fortegnskonvention, sa det minus der
normalt indgér i slgjfen inkluderes i regulatoren K (s). Fejlen defineres som e(s) = y(s) —r(s)
og kan pa grund af malestgj ikke ses direkte pa blokdiagrammet

—7"(5)/2\ eo(s) K(s) u(s)

d(s)

m(s)

2%

Figur 5.1: Generel feedback konfiguration.

Generelt er der 4 mal vi gerne vil opfylde ved design af regulatoren K(s):

e Nominel lukket slgjfe stabilitet.
e Nominel ydeevne.
e Robust stabilitet.

e Robust ydeevne.
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Robust stabilitet betyder at systemet er stabilt ikke bare for det nominelle system G(s),
men ogsd for en familie af modeller G, der omfatter de mulige procesmodeller Ga(s) under
vores antagelser om modelusikkerhed. Det er imidlertid klart, at den nominelle ydeevne kan
forringes voldsomt inden at direkte ustabilitet indtraeder. Derfor vil vi ogséd gerne kraeve, at
lukket slgjfen har robust ydeevne, dvs. at vores ydeevnekrav er opfyldt for alle Ga(s) € G.

Nominel stabilitet af MIMO systemer blev behandlet i Kapitel 4, hvor vi udledte den genera-
liserede Nyquist Seetning. Vi vil nu betragte kravet om nominel ydeevne.

5.1 Nominel ydeevne

Ud fra Figur 5.1 kan det nemt vises, at

y(s) = To(s)(n(s) —r(s)) + So(s)d(s) (5.1)
eo(s) = So(s) (n(s) +d(s) —r(s)) (5.2)
e(s) =y(s) —r(s) = So(s) (d(s) —7(s)) + To(s)n(s) (5.3)
u(s) = My(s) (n(s) + d(s) —r(s)) (5.4)
hvor
To(s) = (I — G(s)K(s)) " G(s)K(s) = G(s)K(s) (I — G(s)K(s)) "
So(s) = (I — G(s)K(s)) !
My(s) = K(s) (T - G(s)K(s))™" = (T — K()G(s)™ K(s) (5.7)

er henholdsvis den komplementare sensitivitet, sensitiviteten samt kontrol sensitiviteten. Vi
har anvendt subscript (-), for at understrege, at disse sensitivitetsfunktioner alle er udledt
ved at &bne slgjfen ved outputtet y(s). Fordi matrix multiplikation ikke er kommutativ ma vi
skelne mellem om sensitivitetsfunktioner evalueret ved inputtet u(s) eller ved outputtet y(s).
Sensitivitetsfunktionerne evalueret ved inputtet u(s) er givet ved

Ti(s) = K(s)G(s) (I = K(s)G(s)) ' = (I - K(s)G(s)) " K(5)G(s) (5.8)
Si(s) = (I - K(s)G(s)) ™" (5.9)
Mi(s) = (I - K(s)G(s) ™ K(s) (5.10)

Bemaerk at M;(s) = M,(s) = M(s), hvorfor kontrol sensitiviteten er uathaengig af hvorvidt
slgjfen brydes ved systemets input eller output. Input sensitiviterne er ikke si relevante ved
ydeevne analyse, men deres betydning bliver klar, nar vi senere i Afsnit 5.2 ser p& robust
stabilitet.

Lad nu v(s) = d(s) — r(s) betegne den “generiske” eksterne forstyrrelse. Da kan vi fra For-
mel (5.1)-(5.4) gore fglgende observationer:

e For god forstyrrelsesundertrykkelse, dvs. for at v(s) skal pavirke e(s) mindst muligt,
viser Formel (5.3), at output sensitiviteten S,(s) skal vaere lille.

e For god undertrykkelse af mélestgj, dvs. for at n(s) skal pavirke e(s) mindst muligt,
viser Formel (5.3), at den komplementzere sensitivitet T,(s) skal veere lille.
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e For at forstyrrelser v(s) og maélestgj n(s) ikke skal sl& igennem pé inputtet u(s), viser
Formel (5.4), at kontrol sensitiviteten M (s) skal veere lille.

Vi har imidlertid endnu ikke specificeret hvad vi mener med lille. For at kunne ggre dette

fornuftigt vil vi udvide funktions- og overfgringsnormerne introduceret Kapitel 3 til flervariable
systemer.

5.1.1 Funktionsnormer for flervariable systemer

I Kapitel 3 introducerede vi fglgende normer for skalaere funktioner v(t):

l-mormen:  |lu]x :/ o (2)dt (5.11)
- ;

2-normen: lv]le = (/ vQ(t)dt> (5.12)

—0oQ
oo-normen: |v||oc = sup |v(t)] (5.13)

t
1 T 2
Effekt-normen: |lv|lp = pow(v) = lim (—/ v2(t)dt> (5.14)
T—oo \ 2T -7

Effekt-normen ||v||p er egentlig ikke en norm, men en semi-norm. Hvis v(¢) nu er en vektor
istedet for en skalar er effekt-normen defineret som

1 T 9 %
— lim (— 1
ol = jim (5 [ Ioto3at) (5.15)

hvor integranden ||v(t)||2 er vektor 2-normen, som vi introducerede in Afsnit 4.3.1 pa side 37:

= \JoT (t)u(t) (5.16)

Her er v7'(¢) den transponerede af v(t). Bemzerk, at vi bruger notationen ||v|| for en funk-
tionsnorm pé funktionen v(t) og notationen ||v(t)|| for en vektornorm pa funktionsveerdien til
tidspunktet ¢. Foruden vektor 2-normen introducerede vi i Afsnit 4.3.1 pa side 37 ogsa vektor
1- og oco-normen:

[o(@)l2 = Z |oi (2)]?

lnormen:  [o(t)]s =) |vi(?)] (5.17)
=1
oo-normen: |v(t)|loc = max |v(t)] (5.18)
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Vi kan nu kombinere de skalaere 1,2, 0o functionsnormer med vektor 1,2, 0o normerne til i alt
9 forskellige flervariable funktionsnormer:

ol = [ loolhat = [ Z o1 (0 (5.19)
ole= [ Toladt = [~ for (5.20)

oll100 = / RECIEE / max o (1) |di (5.21)

ollas = ( /- ||v<t)||%dt) -/ (2_: |vz-<t>|)2dt (5.22)
ooz = ([ o)1) = \/ | o (5.23)
Iolee = ([ Iotoli) - \/ / Z (o) e (5:29

[vlloo,1 = sup vl = sgpz |vi?) (5.25)
=1

[0lloo,2 = sup [o()]l2 = sup v (t)v(t) (5.26)

[v]loo,00 = sup [v()lloo = sup max |vi(?)] (5.27)

||v]|z,y betegner siledes den norm vi far ved at bruge vektor y-normen til hvert tidspunkt ¢ og
signalnormen || - ||, over tiden.

Vi kan nu bruge disse signalnormer sammen med effekt-normen ||v||p til at definere inducerede
normer for flervariable overfgringsfunktioner. Lad g(¢) veere impulsresponsmatricen associeret
med overfgringsmatricen G(s). Da er outputtet y(¢) givet som:

y(t) = g(t) * u(t) (5.28)

hvor g(t) * u(t) angiver foldningsintegralet af g(t) og w(t). Vi kan nu definere en induceret
norm for g(¢), nemlig som:

Yllye sy g * Ullye g,

u:,éO ||u||Um;uy ’u-‘,éo ||u||uw;u?j

||g(t)||(um,uy)—>(ym,yy) = (529)

hvor g, Uy, Yz, Yy er ved en vilkdrlig kombination af 1, 2, oo og P. Den inducerede norm
19 Nl (ue uy )= (g ) Mler saledes den maximale “forstaerkning” af systemet nar inputtet méles
med normen ||u|y, 4, 0g outputtet males med normen |[|y||y, ,, - P4 denne méade kan vi definere
mere end hundrede forskellige inducerede normer pa g(t). Groft sagt er der mere end hundrede
forskellige méder at méle et flervariabelt systems forsteerkning pa, selv om kun f3 af disse har
praktisk betydning.

Eksempel 5.1 (Nominel ydeevne)
Lad os betragte et reguleringssystem hvor formdlet er at begremse forbruget af et bestemt
resource. Ergo vil det veere rimeligt at mdle requleringsfejlen e(t) ved normen |le||1,1. Antag at
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forstyrrelserne d(t) pd systemet fornuftigt kan beskrives ved deres energiindhold. Da vil ||d||2,2
veere et godt mal for d(t). Det betyder nu, at den forsterkning i systemet, der vil veere relevant
at minimere er:

|| ll1,1
18ll(1,1)=(2,2) = S ||d||22 (5.30)

hvor s(t) er impulsresponsmatricen for overforingsfunktionen S(s) fra d(s) til e(s).

Det kan umiddelbart virke helt uoverskueligt med alle disse inducerede normer. Det kan
da ogsa vises, at adskillige af dem er enten lig med 0 eller uendeligt og derfor uden praktisk
interesse. Der forskes for tiden intensivt i at udvikle designmetoder til mange af de ovennavnte
normer.

Inden for “klassisk” robust regulering har man imidlertid udelukkende koncentreret sig om een

eneste induceret norm, nemlig den rene 2-norm, dvs. normen induceret af || - ||2,2 pa || - ||2,2:
loulea _ VI Oyt

191l2,2)(2,2) = sup = (5.31)
u#0 ||u||2,2 u;éO \/f ul (t)u(t)dt

Da || - |l2,2 normen méler energien i signalet repraesenterer ||g|[(22)—(2,2) €t systems stgrst

mulige forggelse af signalenergi. Grunden til at man specielt har interesseret sig for denne
norm er dels, at den er praktisk anvendelig i de fleste tilfaelde og dels, at den fgrer frem til
simple betingelser bade for robust stabilitet og for nominel ydeevne.

En vigtig egenskab ved || - ||2,2 fas via Parseval’s seetning:

\/ / 0; o (u(t)dt = % / o; w* (jw)u(jew) dw (5.32)

hvor u(jw) er den Laplacetransformerede af u(t). Derfor har vi ogsa

llg * ull2,2
= L 57 5.33
||g||(2,2)—>(2,2) i;lé% ||u||2 9 ( )
Vo [y Gy (iw)dw
= sup (5.34)
u#0 \/ e w)u(jw)dw
V125 uliw)* Gliw)* G jw)u(jw)dw
= sup (5.35)
w0 W_w w (jw)ulje)dw
= supa(G(jw)) (5.36)
= [1G 310 (5.37)

Lad os rekapitulere:

Lad et flervariabelt system veere beskrevet af overforingsmatricen G(s). Hvis vi md-
ler systemets input u(t) og output y(t) ved 2-normen ||-||2,2 er systemets maksimale
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forsterkning givet ved Hoo normen af G(s):

1Glln, = supo(Giw)) = sup 19122 (5.38)
w u#£0 ||“||2,2

Vi siger at Hoo normen er induceret af 2-normen for signaler.

Vi kan altsa bruge singulaervaerdibegrebet introduceret i Kapitel 4 til at vurdere Ho, normen
af en overfgringsmatrix. Hvis vi plotter (G (jw)) over frekvens er |G|z, givet som den
maximale vaerdi.

Hvis vi nu vender tilbage til vores ydeevne observationer pa side 43 kunne man vere fristet
til for god forstyrrelsesundertrykkelse at formulere flg. krav:

(Se(jw)) < 1 Yw >0 (5.39)
Ligeledes kunne man for god undertrykkelse af malestgj kraeve at:
F(T,(jw)) €1  Vw>0 (5.40)
og for at v(s) og n(s) ikke skal sla igennem pé u(s), kunne kraeves at:
g(M(jw)) < 1 Yw >0 (5.41)
Da
So(jw) — To(jw) =1

kan den komplementaere sensitivitet T, (jw) og sensitiviteten S,(jw) imidlertid ikke begge veere
sm3 i det samme frekvensomrade. Ergo kan vi ikke opné optimal forstyrrelsesundertrykkelse og
dempning af malestaj i det samme frekvensomrade. Dette er et velkendt resultat fra klassisk
regulering. Heldigvis er forstyrrelser v(s) normalt koncentreret i det lavfrekvente omrade, mens
malestaj som oftest ligger i det hgjfrekvente omrade. Ergo kan vi forme den komplementaere
sensitivitet T, (jw) og sensitiviteten S,(jw) saledes at 7(S,(jw)) er lille for lave frekvenser og
7(Tp(jw)) er lille for hgje frekvenser. Generelt vil mélestgj begraense den opnéelige bandbredde
af et reguleringssystem. Hvis der er betydelig méalestgj under den gnskede bandbredde kan det
vaere ngdvendigt at udskifte sensorene med et bedre produkt. I afsnit 5.2 skal vi imidlertid se,
at robusthed overfor model usikkerheder ogsé leegger band pa sensitivitetsfunktionerne.

Ofte vil en ydeevne specifikation veere givet som en vaegtet sensitivitetsspecifikation:
G (Wpa(jw)So(jw)Wp1 (jw)) <1, Yw >0 (5.42)

hvor Wp1(s) og Wpa(s) betegner henholdvis en input og en output vaegt, se Figur 5.2. Det
forudseettes at veegtene skaleres sddan at 1 tallet pa hgjresiden af (5.42) giver mening.

V)L (s) 20 g (5) e (s) LS

Figur 5.2: Nominel ydeevne specifikation. Outputsensitivitet med input vegt Wy1(s) og output
veegt Wpa(s).
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Den normaliserede input vektor v'(t) antages at tilhgre fglgende meengde af normbundne
funktioner:

D, = {J/(t) [Iv']32 <1} (5.43)
Ergo tilhgrer den Laplacetranformerede af v'(t) fglgende meaengde:
D' = {v'(s)[ll'32 < 1} (5.44)

Inputveegten Wy (s) anvendes til at transformere de normaliserede input v'(s) til de fysiske
input v(s). De fysiske input antages altsé at tilhgre:

D= {U(s)

HWP—I%H; < 1} (5.45)

)

Da frekvensindholdet i v normalt er koncentreret ved lave frekvenser vil Wpi(s) som oftest
vaere stor ved lave frekvenser og lille ved hgje frekvenser.

Outputveegten Wy (s) anvendes hovedsageligt til at afveje vigtigheden af de enkelte signaler
i e(t) samt til evt. at angive det frekvensomrade vi vil vaegte fejlene i.

Moo normen af Wpa(s)So(s)Wpi(s) er da givet ved

el
1W,2(5) So(8) Wy (8)] 15, = sup 121122 (5.46)
o0 [V |2,2
S WS W), = 500 [ (5.47)
v eD’!
& IWial)Sols) Wy (9] = 00 \/ [ ewrewa (5.48)
v eD’! —00

Ergo vil 2-normen af den normaliserede fejl ||e'[j2,2 hgjst veere lig med Hoo normen af
Wp2(s)So(s)Whp1(s)-

Vi kan da opstille et nominelt ydeevne kriterium; nemlig givet veegtfunktionerne Wy (s) og
Wpa(s), at designe en stabiliserende regulator K (s) séledes at omkostningsfunktionen

TInp = [Wp2(5)So()Wp1(s) [ #1o0 (5.49)
minimeres. Dette kan ogsé formuleres som:

K(s)=a i W, So(s)W, 5.50
(s) = arg amin. {|Wp2(s)So(s)Wp1 (s)llrer (5.50)
hvor Kg betegner alle stabiliserende regulatorer. Hvis en stabiliserende regulator kan opné
[Wp2(5)So(s)Wpi(s)|| ., < 1 siger vi at det regulerede system har nominel ydeevne.

5.1.2 2 x 2 blok problem

En nem made at formulere nominel ydeevne problemet er ved hjzlp af 2 x 2 blok problemet. I
Figur 5.3 er det vist hvorledes W), (s) og Wpa(s) kan inkluderes i lukket slgjfen. Den udvidede
lukket slgjfe kan da repraesenteres pa sékaldt 2 x 2 blok form, se Figur 5.3, hvor signalerne r(s),
n(s) og e(s) fra Figur 5.1 er udeladt, da kun overfgringsfunktionen fra d’'(s) til €’(s) medregnes
i ydeevne. Hvis referencezendringer eller mélest@j gnsket medtaget i ydeevneindekset kan det
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gores analogt, idet man da skal udvide d'(s) vektoren med r(s) og n(s) . Det generaliserede
system N (s) indeholder foruden det nominelle system G(s) ogsé veegtfunktionerne for nominel
ydeevne.

WQ(S)Wl(S) WQ(S)G(S)
we =" (5:51)
e'(s) { d'(s)
Wo(s) W1(s) dI[S) 61(8)

Figur 5.3: Nominel ydeevne problem. Udvidet lukket slgjfe og tilsvarende 2 x 2 blok form.

Overfgringsfunktionen fra d'(s) til €'(s) er nu givet ved:

¢(s) = (Nn(s) 4 Nia(8)K(s) (I — Noo(s)K (5)) " N21(s)) ' (s) (5.52)
= Wp2(5)So(8) Wi (s)d'(s) (5.53)
Idet vi benytter notationen:
F(N(s), K(s)) = (Nu1(s) + Nia(s)K (5) (T = Noo()K (5)) ' Nan(s))  (5.54)
kan vores nominelle ydeevne problem kan skrives:

K(s) =arg min [|F(N(s), K(s))ll#0 (5.55)
K(s)eKs
Dette er et sdkaldt standard H, problem, som kan lgses med kendte metoder. Disse metoder
vil blive beskrevet i Kapitel 6 pa side 61.

5.2 Robust stabilitet

Lad os herefter kigge pa robust stabilitet for flervariable systemer. I begyndelsen af 1980’erne
fandt reguleringsteoretikere som f.eks. Doyle & Stein ud af, at robusthed imod umodelleret
dynamik kan opnés ved at begraense nogle af de sensitivitetsfunktioner, vi har introduce-
ret i forrige afsnit. Lad G(s) og Ga(s) beskrive henholdsvis det nominelle og det virkelige
(perturberede) system. Vi vil s& betragte fglgende perturbationsmodeller:

e Additiv usikkerhed: Ga(s) = G(s) + A(s).
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Input multiplikativ usikkerhed: Ga(s) = G(s)(I + A(s)).

Output multiplikativ usikkerhed: Ga(s) = (I + A(s))G(s).

Invers input multiplikativ usikkerhed: Ga(s) = G(s)(I + A(s)) .

Invers output multiplikativ usikkerhed: Ga(s) = (I + A(s))~1G(s).

I Kapitel 1 betragtede vi lignende usikkerhedsmodeller for skaleere systemer og vi begraensede
perturbationen A(s)’s storrelse ved den absolutte veerdi af frekvensresponsen:

|A(jw)| < £(w) (5.56)

Nu er A(jw) imidlertid en matrix. Saledes ma vi bestemme os for hvilken norm vi vil bruge
til at begraense stgrrelsen af A(jw). Inden for moderne robust regulering er der hovedsageligt
2-normen, der anvendes til at begraense A( jw). Det er der to hovedarsager til. For det forste
er den dertil svarende perturbationsmodel velegnet til beskrivelse af hgjfrekvent umodelleret
dynamik, tidsforsinkelser og faenomener hidrgrende fra systemer med fordelte parametre. For
det andet giver det simple matematiske betingelser for robust stabilitet.

Vi antager séledes at A(jw) er en komplex matrix; ukendt, men begrenset i amplitude:
1AGw)ll2 = 3(A(jw)) < Lw), Ve >0 (5.57)
Normalt introduceres 2 diagonale veegtmatricer Wy1(s) og Wy2(s) siledes at:
A(s) = Wya(s)A(s)Wyi(s) (5.58)
med
[AGw)ll2 =(A(jw)) <1,  Vw >0 (5.59)
Input veegten W1 (s) anvendes til skalering, hvis f.eks. signalerne er mélt i forskellige enheder.
Outputvaegten Wyo(s) bruges som en frekvensathaengig veegt der tilnsermer £(w).
5.2.1 Slgjfeforstaerkningsaetningen

Nu vil vi introducere den bergmte Slgjfeforsterkningsetning (the small gain theorem) og
anvende den i forbindelse med at bestemme betingelser for robust stabilitet med de ovenfor
beskrevne usikkerhedsstrukturer. Betragt nu systemet i Figur 5.1 og lad P(s) = G(s)K(s)
veere en kvadratisk overfgringsmatrix. Vi har da:

Satning 5.1 (Slgjfeforsteerkningsaetning) Antag at P(s) er en stabil overforingsmatriz.
Sa er lukket slgjfen stabil hvis spektralradien p(P(jw)) < 1, Vw.

Bewvis for Setning 5.1 (Ved modsigelse) Antag at spektralradien p(P(jw)) < 1, Vw og at lukket

slgjfen er ustabil. Ifglge den generaliserede Nyquist seetning medfgrer ustabilitet at billedkurven for
det(I + P(s)) omkranser origo nar s gennemlgber Nyquist D konturen. Da Nyquist D konturen er

Robust Procesregulering



Side 51 af 90

lukket vil billedkurven ogsé veere det. Derfor eksisterer der et € € [0, 1] samt en frekvens w* séledes at

det(I + eP(jw*)) =0 dvs. billedkurven gar igennem origo (5.60)

& J[rU+ePGuwr) =0 (5.61)

& 1 l—i— eXi (P(jw*)) =0 for et givet ¢ (5.62)

& Ai (P(jwh)) = —% for et givet ¢ (5.63)

= [Xi (P(jw™))| >1 for et givet ¢ (5.64)

hvilket er en modsigelse da vi antog at p(P(jw)) < 1, Vw. 0

Slgjfeforsteerkningssetningen siger, at for et abent-slgjfe stabilt system er en tilstreekkelig
betingelse for lukket slgjfe stabilitet, at &ben slgjfe forsteerkningen malt ved p(P(jw)) er
mindre end 1. Heldigvis er dette kun en (potentiel meget konservativ) tilstraekkelig betingelse
for lukket slgjfe stabilitet. Ellers kunne vi ikke opfylde det seedvanlige ydeevnekrayv om stor
forsteerkning i det lavfrekvente omrade.

Vi vil nu anvende Slgjfeforstaerkningsaetningen til at bestemme stabiliteten af lukket slgjfen
under de ovenfor givne perturbationsmodeller. Denne applikation af Slgjfeforstaerkningsaet-
ningen er klassisk i robust reguleringsteori. Lad os f.eks. antage, at det perturberede system
kan beskrives ved en additiv perturbation:

GA(s) = G(s) + Wya(s)A(s)Wyi(s) (5.65)

hvor 6(A(jw)) < 1. Det kan repraesenteres pa blokdiagramform som i Figur 5.4. Lad nu P(s)
betegne overfgringsmatricen “set” fra A(s). Det kan nemt vises at:

P(s) = Wu1(s)K () (I — G(s)K(s)) " Wua(s) (5.66)

= Wu1(s) M (s)Wya(s) (5.67)

Figur 5.4: Lukket slgjfe system med additiv perturbation. P(s) er overfsringsmatricen set fra
A(s).

Vi har da fglgende setning:

Satning 5.2 (Robust Stabilitet) Antag at systemet P(s) er stabilt og at perturbationen
A(s) er sdledes, at det perturberede lukket slgjfe system er stabilt hvis og kun hvis billedkurven
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af det(I — P(s)A(s)), ndr s gennemlgber Nyquist D konturen, ikke omkranser origo. Da er
lukket slgjfen i Figur 5.4 stabil for alle perturbationer A(s) med o(A(jw)) < 1 hvis og kun
hvis en aof de folgende w@kvivalente betingelser er opfyldt:

det(I — P(jw)A(jw)) £0  Vw, YA(jw) : 5(A(jw)) < 1 (5.68)
& p(PUiw)A(jw)) <1 Yw, YA(jw) : 6(A(jw)) <1 (5.69)
& o(P(jw)) <1 Yw (5.70)
& 1Py, <1 (5.71)

Bevis for Setning 5.2 Antag at der eksisterer en perturbation A*(s) saledes, at (A*(jw)) < 1
og at lukket slgjfe systemet er ustabilt. Da vil billedkurven af det(I — P(s)A*(s)) omkranse origo,
nar s gennemlgber Nyquist D konturen. Da Nyquist D konturen er lukket, s& er billedkurven for
det(I — P(s)A*(s)) det ogsa. Derfor eksisterer der et € € [0, 1] samt en frekvens w* saledes at

det(I — P(jw*)eA*(jw*)) =0 (5.72)

Da
7 (eA*(jw*)) = ea(A*(jw*)) <1 (5.73)
er eA*(s) blot en anden perturbation fra vores mangde af mulige perturbationer, og vi har vist, at
hvis lukket slgjfen er ustabil si findes der en perturbation med &(A(jw)) < 1, for hvilken det(I —
P(s)A(s)) = 0. Modsat, hvis der ikke eksisterer en perturbation, for hvilken det(I — P(s)A(s)) = 0, s&

vil Nyquist billedkurven for det(I — P(s)A(s)) heller ikke omkranse origo. Ergo har vi demonstreret
ngdvendighed og tilstraekkelighed af betingelsen (5.68).

Tilstraekkeligheden af betingelse (5.69) folger direkte fra Slgjfeforstaerkningssetningen. Idet
p(P(jw)A(jw)) < a(p(P(jw)A(jw))) < 0(P(jw))o(A(jw)) < a(P(jw)) < [1P(s)lln.  (5.74)

er bade betingelse (5.70) og (5.71) tilstraekkelige for robust stabilitet. For at vise ngdvendigheden
af (5.69) antag, at der eksisterer en perturbation A*(s) for hvilken (A*(jw)) < 1 samt en frekvens
w* saledes, at p(P(jw*)A*(jw*)) = 1. S geelder det, at

XN (P(jw*)A*(jw*))| =1 for et givet i (5.75)
& i (P(jw*) A*(jw*)) = e? for et givet ¢ (5.76)
& Xi(P(jw*)e P A*(jw*)) = +1 for et givet ¢ (5.77)
& Xi(P(jw*)A*(jw*)) = +1 for et givet ¢ (5.78)

hvor A*(s) er en anden perturbation fra vores maengde og hvor p(P(jw*)A*(jw*)) = 1. Ergo er
det(I — P(jw*)A*(jw*)) =0 (5.79)
og ngdvendigheden af betingelse (5.69) er vist.
For at vise ngdvendigheden af betingelse (5.70) vil vi vise, at der for hver frekvens w eksisterer en
perturbation A*(s) for hvilken 5(A*(jw)) < 1 saledes at det(I — P(jw)A*(jw)) = 0 hvis 6 (P (jw)) = 1.
Lad nemlig D = diag{1,0,---,0} og lav en singuleervaerdi opspaltning af P(jw) ved frekvensen w:
P(jw) =UXZV* (5.80)
hvor U og V er uniteere matricer. Lad derefter A*(jw) = VDU*. Da U og V er unitaere er 6(A*(jw)) =
1 sdledes at perturbationen tilhgrer vores maengde. Vi har nu, at
det(I — P(jw)A*(jw)) = det(I — USV*VDU*) = det(I — USDU*) =
det (U(I — D)U*) = det(U) det(I — ¥D)det(U*) = det(I — D) =0 (5.81)

idet fgrste rackke og sgjle i I — XD er nul. Vi har saledes vist ngdvendigheden af betingelse (5.70).
Ngdvendigheden af (5.71) fglger derefter umiddelbart. 0
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Seetning 5.2 siger, at hvis ||P(s)||#., < 1, sd eksisterer der ingen perturbationer A(s) for
hvilke (A(jw)) < 1 som far billedkurven af det(I — P(s)A(s)) til at omkranse origo, nér
s gennemlgber Nyquist D konturen. Bemeerk, at vi antager, at dette er en ngdvendig og
tilstraekkelig betingelse for at opretholde stabilitet. Denne antagelse geelder f.eks. nar alle
perturbationer A(s) er stabile eller ndr Ga(s) og G(s) har det samme antal ustabile poler.
Denne antagelse er standard inden for robust reguleringsteori.

Bemeerk, at Hoo-norm betingelsen (5.71) ikke er konservativ, nér vi begraenser vores usik-
kerhed ved hjelp af den stgrste singuleerveerdi. Ergo, hvis ||P(s)||., > 1 eksisterer der en
perturbation A*(s), for hvilken o(A*(jw)) < 1, der vil destabilisere lukketslgjfen. Hvis den
virkelige modelusikkerhed er ikke-konservativt repraesenteret ved A(s), sd er H, betingelsen
for robust stabilitet heller ikke konservativ.

Lad os nu anvende Satning 5.2 pa det additivt perturberede system vist pa Figur 5.4. Vi far
da, at det perturberede system er robust stabilt, hvis og kun hvis:

o(P(jw)) <1 Yw (5.82)
s 5 (Wul(jw)K(jw) (I + G(jw)K (jw)) Wug(jw)> <1 Vw (5.83)
& 0 (Wu(jw)M (ju) W (jw)) <1 Yw (5.84)
& W (jw) M (jw) Wy (jw) g, <1 (5.85)

P& preecis samme vis som for additiv usikkerhed, kan vi bestemme H, betingelser for ro-
bust stabilitet givet de pa side 49 formulerede perturbationsstrukturer. I Tabel 5.1 er disse
betingelser givet.

Perturbation Robust stabilitets krav | Norm begraensning

Additiv M(s) lille (|Wa1(s) M (s)Wya(s)||, <1
Input multiplikativ | Tj(s) lille Wi (8)T5 () Waya(8)|lpe, <1
Output multiplikativ | Tp(s) lille IWu1(8)To(s)Wya(8) |3 <1
Invers input mult. Si(s) lille W1 (8)Si(s)Wua(8) |l <1
Invers output mult. | So(s) lille Wi (s)So(8)Waa(s)||n, <1

Tabel 5.1: Forskellige usikkerhedsbeskrivelser og tilsvarende betingelser for robust stabilitet.

Vi kan nu opstille et designkriterium for robust stabilitet. Givet f.eks. en additiv usikkerheds-
beskrivelse Wya(s)A(s)Wy1(s) kan vores robust stabilitetsproblem formuleres som at designe
en nominelt stabiliserende regulator saledes at omkostningsfunktionen

Tu = W1 ()M (s)Wauz(s)ll5,, (5-86)
minimeres. Ergo:
K(s) = arg K(IgiEI;CS ||Wu1(s)M(s)Wu2(s)||Hoo (5.87)

hvor Kg betegner alle nominelt stabiliserende regulatorer. Hvis en stabiliserende regulator kan
opnd at J, < 1 siger vi at lukketslgjfe systemet er robust stabilt.
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Bemerk, at strukturen for vores robust stabilitetsproblem er identisk med strukturen for det
nominelle ydeevneproblem pa side 48. Dermed kan robust stabilitetsproblemet formuleres som
et 2 x 2 blok problem. Givet en additiv usikkerhedsspecifikation kan det tilsvarende 2 x 2 blok
problem udledes som illustreret i Figur 5.5, hvor

o O Wul(s)
N(s) = [Wug(s) G(s) ] (5.88)
W (s z(s A(s) w(s Vio(s r—1 A -7

Figur 5.5: Robust stabilitetsproblem. Udvidet lukket slgjfe og tilsvarende 2 x 2 blok form.

Overfgringsfunktionen fra w(s) til z(s) er givet ved
2(5) = Wi () K (s) (T + G(s) K (5)) ™ Waa(s)w(s) (5.89)
= Fi(N(s), K(s))w(s) (5.90)
= Wi (s)M (s) Wz (s)w(s) (5.91)

og vores robust stabilitetsproblem kan formuleres som:
K(s) = in ||[F;(N(s),K . 5.92
(s) = arg o [EL(N (s), K ())ll3., (5.92)

hvilket er fuldsteendig identisk med det nominelle ydeevne problem. Minimeringen (5.92) er
saledes et standard Ho, problem, der kan lgses med metoder, der introduceres i Kapitel 6 pa
side 61.

5.3 Robust ydeevne

Til slut i dette kapitel vil vi betragte robust ydeevne. Robust ydeevne design kriteriet kan
udledes fra det nominelle ydeevne kriterium (5.49) med nominel sensitivitet S,(s) erstattet
med perturberet sensitivitet S, a(s):

rp = [Wp2(8)So,a(8) Wp1(5) 1900 (5.93)

Lad os illustrere med en additiv usikkerhedsmodel. S& kan robust ydeevne problemet illustreres
som pa Figur 5.6, hvor

0 0 Wals)
N(s) = |WpaWua(s) WpeWp1 WpaG(s) (5.94)
Wu2 Wpl G(S)
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e'(s)
L\ L)
Wpa(s) Wi (s 2(s) A(s) w(s) Vu2(s
5t K (s) 4L i s) N(s) 2

Figur 5.6: Robust ydeevne problem med additiv usikkerhed.

Lad P(s) = F;(N(s), K(s)). Da er overfgringsmatricen fra d'(s) til €'(s) givet ved:

¢/(s) = Fu(P(s), A(s))d (5) = [Pa(s) + Poa () A(s) (T — Pr1(s)A(s)) ™" Pras)| d'(s) (5.95)

= Wpa(s) (I + G(s)K(s) + G(S)Wug(s)A(s)Wul(s))71 Wp1(s)d' (s) (5.96)

= Wpa(s)So,a (jw) Wpi (s)d'(s) (5.97)
Robust ydeevne design problemet bliver nu

K(s) = arg min sup [|Fy (Fy(N(s), K(s)), A(s)) 5., (5.98)

K(s)EKs A(s)
Hvis
[ Fu(Fy (N (s), K(s)), A(s)l 94, = [1Fu(P(s), As))l,, <1 (5.99)

for alle A(s) for hvilke ||A(S)|l#,, < 1, siger vi at lukket slgjfe systemet har robust ydeevne.
Bemeerk, at Hoo betingelsen (5.99) for robust ydeevne ligner Ho, betingelsen (5.71) for ro-
bust stabilitet. Derfor kan vi konkludere, at systemet F,(P(s),A(s)) opfylder robust ydeevne
betingelsen (5.99), hvis og kun hvis det er robust stabilt overfor en normbegrenset matriz per-
turbation Ap(s), for hvilken o(Ap(jw)) < 1, Vw > 0. Dette er en veesentlig begrundelse for
netop at benytte 2-normen til at male ydeevne med. Vi kan da sekvivalere robust ydeevne
betingelsen med en robust stabilitetsbetingelse ved at udvide vores perturbation struktur med
en ydeevne blok A,(s), se Figur 5.7.

Lad A(s) = diag{A(s), Ap(s)} betegne den udvidede perturbationsstruktur. Vi har da fgl-
gende satning:

Satning 5.3 (Robust ydeevne) Antag at systemet P(s) = Fi(N(s), K(s)) er stabilt samt,
at perturbationen A(s) er af en sadan form, at den perturberede lukket slgjfe © Figur 5.7 er sta-
bil hvis og kun hvis billedkurven af det(I — P(s)A(s)), nir s gennemlober Nyquist D konturen,
ikke omkranser origo. Da vil systemet Fy,(P(s), A(s)) opfylde robust ydeevne betingelsen (5.99)

hvis og kun hvis P(s) er stabil for alle perturbationer A(s) for hvilke 5(A(jw)) < 1, Vw > 0:

det(I — P(jw)A(jw)) #0  Vw, VA(jw) : 5(A(jw)) < 1 (5.100)
e p(Pjw)A(w)) <1 Yw, VA(jw) : 6(A(jw)) < 1 (5.101)
< IP(s)llg, <1 (5.102)
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Figur 5.7: Blok diagram for robust ydeevne problem. Perturbationsstrukturen er udvidet med
en ydeevne blok Ay(s).

Bevis for Setning 5.3 Fglger direkte af Seetning 5.2. Da strukturen af A(s) er diagonal (dvs.
restriktiv) er betingelsen (5.102) kun en tilstraekkelig betingelse for robust ydeevne.

Det er intuitivt klart, at en ngdvendig betingelse for robust ydeevne er, at lukket slgjfen
er robust stabil og har nominel ydeevne. Ergo, i forbindelse med additiv usikkerhed er en
ngdvendig betingelse for robust ydeevne givet ved:

Tnp = [[Wp2(8)So(s)Wp1(s)||ae <1 (5.103)
Ju = W (s) M (s) W2 (s)l| o <1 (5.104)

Den tilstrackkelige betingelse (5.102) er ensbetydende med, at overfgringsfunktionen P(s) =
F,(N(s),K(s)) fra [w(s);d'(s)] til [2(s);€'(s)] har Hoo-norm mindre end 1. Vi kan siledes
formulere robust ydeevne problemet som et H, problem:

K(s) = arg K(ISIEI}CS [E1(N (5), K (8)) %00 (5.105)

der har en kendt lgsning. Hvis en regulator opnar, at
[EL (N (s), K () |loo <1 (5.106)

sd har lukket slgjfe systemet robust ydeevne. Da betingelsen (5.102) imidlertid kun er til-
streekkelig (ikke ngdvendig) er den potentiel konservativ. Ergo kan lukket slgjfen godt have
robust ydeevne selvom (5.106) ikke er opfyldt. Grunden hertil er, at vi med en H, regulator
ikke kan tage hgjde for, at off-diagonal elementerne i den udvidede perturbation A(s) er lig
med nul.

Det er generelt vanskeligt at sige noget om i hvilken grad H lgsningen er konservativ, men
det kan dog vises, at:

e Hvis vi har en ydeevne specifikation p& output sensitiviteten af typen (5.42), enten
en additiv eller output multiplikativ usikkerhedsbeskrivelse samt begraenser veegtfunk-
tionerne Wpyi(s) og Wya(s) til at veere skalaere overfgringsfunktioner ganget med en
enhedsmatrix:

Wpi(s) = wpi(s) - I,  Waya(s) = wua(s) - I (5.107)

og hvis robust stabilitets- samt nominel ydeevne-kriteriet skaerpes med en faktor 2, vil
lukket slgjfen have robust ydeevne. I dette tilfselde kan vi, med andre ord, garantere
robust ydeevne hvis robust stabilitet og nominel ydeevne er opfyldt med en margin pa
2.
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e Hvis vi har en ydeevne specifikation pa output sensitiviteten af typen (5.42) som oven-
for, men en input multiplikativ usikkerhed (selvom vi begreenser veegtmatricerne som
ovenfor), og hvis processen G(s) er darligt konditioneret, dvs. at

k(G (jw)) = Zi >1 i et frekvensomrade Q (5.108)

da kan robust ydeevne ikke garanteres selvom vi har bide nominel ydeevne og robust
stabilitet med margin mindre end sup,, k(G (jw)).

5.3.1 Specifikationer med blandede sensitivitetfunktioner

For flervariable systemer kan vi definere sensitivitet-funktionerne ud fra flg. tilbagekoblede
system:

> ZM
w
ZT
— 28
K(s) G(s) ~
U Yy

hvor w er et forstyrrelsessignal, zp er udgangene, zg er udgange plus forstyrrelser, og zps er
styresignalet. Da geelder flg. relation:

zs S(s)
zr | = T(s) |w
ZM M(s)

hvor

S=(-GK)! (sensitivitet)

M = K(I - GK)~! (kontrol-sensitivitet)

T = GK(I — GK) ! (komplementzer sensitivitet)

I det fglgende skal vi se, hvordan et reguleringssystem kan dimensioneres ud fra krav til
sensitiviteterne. Udgangspunktet for dette er den fglgende fortolkning af af sensitiviteterne:

At gore sensitiviteten S(s) lille indebaerer:

e God forstyrrelsesdempning

e God referencefplgning (bandbredde)
At ggre kontrol-sensitiviteten M (s) lille indebaerer:

e Robusthed mht. additive usikkerheder (se Tabel 5.1, side 53)
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e Moderate regulator-forsteerkninger

o Begranset indflydelse af std]
At ggre den komplementere sensitivitet T'(s) lille indebeerer:

e Robusthed mht. multiplikative usikkerheder (se Tabel 5.1)
e Begrenset indflydelse af st

e Moderate regulator-forsteerkninger

En grundleggende afvejning, der ma foretages i ethvert reguleringsssystem, er baseret pa
komplementaritetsprincippet, som baserer sig pa flg. vigtige observation:

S(s)=T(s)=1 (5.109)

Denne identitet viser eksistensen af et grundliggende trade-off mellem ydeevne og robusthed,
da S og T ikke kan ggres sma samtidig!

Derfor mé enhver fornuftig syntese-metode (Hoo eller andre) have mulighed for at betragte
parret (S,T) (eller alternativt parret (S, M) ) med henblik pé at beslutte ved hver frekvens
om S(jw) eller T'(jw) (alternativt: S(jw) eller M (jw) ) skal gores lille.

Sadanne dimensioneringsalgoritmer kaldes under ét blandet sensitivitets-metoder.

5.3.1.1 Formulering af krav for blandede sensitiviteter i ., norm

Betragt fglgende diagram:

Wi (s) — 2m

Ws(s) — 2s

Ved at definere:

25 25
z= ( > eller z = ( )
T ZM

opnéar vi et standard-problem for hvilket de tilsvarende overfgringsfunktioner fra w til z til-

fredsstiller
WsS WsS <1
WM o

WrT )Hoo <1 eller
<1 eller |[Wpy(s)M(s)|,, <1

Dette medfgrer sa, at ||Ws(s)S(s)||,, <1 og
IWr(s)T (s)

oo
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Ideelt set kunne man forestille sig, at de to relevante veegtmatricer (enten Wg og Wy el-
ler Wg og Wys) direkte var givet ud fra problemformuleringen. I praksis vil det imidlertid
ofte vise sig, at veegtmatricerne til en vis grad er "tuningparametre", dvs. at de veelges ud fra
indirekte kriterier. Fornuftige valg er dog i stor udstraekning fastlagt af komplementaritetsprin-
cippet (5.109) samt andre fundamentale begreensninger for blandede sensitivitetsproblemer,
som beskrevet 1 naeste afsnit.

5.3.2 Betydning af nulpunkter og poler i hgjre halvplan

Ved formulering af krav til robuste reguleringsystemer er det vigtigt at vide hvilke “indbyg-
gede” begrznsninger, der er i et forelagt dynamiske system. Der er mange forskellige forhold,
der spiller ind i denne forbindelse, men her vil vi kun studere betydningen af eventuelle nul-
punkter og poler i hgjre halvplan.

5.3.2.1 Betydning af nulpunkter i hgjre halvplan

Vi betragter et reguleringsystem pa formen:

2T w
ik T
B =0 5 C ©® Zs
u A
K(s)

Hvor K(s) er en stabilisende regulator.

Hvis systemet har et nulpunkt z i den afsluttede, hgjre halvplan, vil en pavirkning af formen

w = e*twy

hvor wy er en til z hgrende inputvektor give anledning til flg. stationaere lgsning:
u(t) = K(z)e*wo, 2r(t) =0, zs(t) =w(t)

hvoraf vi slutter, at

S(z)wy = wo
hvilket medfgrer at
7(5(2)) = 1
uanset hvilken stabiliserende regulator K (s), der er valgt. (S(-) betegner udgangssensitivite-

ten). Da Hoo normen af en funktion mindst er lig den storste singuleer veerdi i et vilkarligt
punkt i hgjre halvplan giver dette anledning til uligheden

Ws(-)S()lloo = [Ws(2)]]

Med andre ord giver hvert nulpunkt i hgjre halvplan altsd anledning til en nedre graense for
hvor lille Ho, normen af et systems sensitivitet kan blive, altsd hvor god forstyrrelsesunder-
trykkelse eller bandbredde, vi kan fa.
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5.3.2.2 Betydning af poler i hgjre halvplan

Vi betragter et reguleringsystem pa formen:

2 w

B [~ + e T& - 25
u A
K(s)

Hvor K(s) er en stabilisende regulator.

Hvis systemet har en pol p i den afsluttede, hgjre halvplan, vil en pévirkning af formen
w = el
give anledning til flg. stationeere lgsning:

z(t) = —ePlzg, hvor Czo= wy,
zr(t) = —w(t), 2s(t) =0, wu(t)=0

hvoraf vi slutter, at
T(p) = -1

uanset hvilken stabiliserende regulator K (s), der er valgt. (Hvor T'(s) er den komlementare
udgangssensitvitet). Dette giver anledning til uligheden

IWr()T()lloo = Wz (D)

Med andre ord giver polen i den hgjre halvplan anledning til en nedre graense for, hvor lille den
komplementaere sensitivitet kan veere, dvs. hvor god robusthed, der kan opnéas for systemet.

Med baggrund i observationerne i dette afsnit og i Afsnit 5.3.2.1, kan man udlede flg. ret-
ningslinier for valg af veegtmatricerne Wg og Wy (og tilsvarende for Wg og Wyy):

1. Velg generelt veegten Wy stor ved lave frekvenser og lille ved hgje frekvenser.
2. Velg generelt vaegten W lille ved lave frekvenser og stor ved hgje frekvenser.
3. Velg vaegten Wy lille for frekvenser, der svarer til nulpunkter i hgjre halvplan.

4. Velg veegten W lille for frekvenser, der svarer til poler i hgjre halvplan.
Disse retningslinier forudsatter, at ydeevnespecifikationer er relateret til lave frekvenser, samt

at robusthedsproblemer er relateret til hgje frekvenser. Dette vil i de fleste praktiske problemer
veere tilfaeldet.
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Kapitel 6

Robust dimensionering af flervariable
systemer

Tidligere har vi undersggt hvordan man kan analysere et flervariabelt reguleringssystem for
nominel og robust stabilitet samt nominel og robust ydeevne. Vi gik her ud fra at kravene til
robusthed var specificeret i form af veegtmatricerne Wy (s) og Wya(s) og at ydeevnekravene
tilsvarende var specificeret ved Wp1(s) og Wpa(s). Hvordan man kommer frem til veegtmatricer
der fgrer til gode regulatorer er stadig et abent og er maske det vanskeligste spgrgsmal i robust
regulering. Vi vil i det fglgende omtale 2 tilgange til det uden pé nogen méde at komme til
et feerdigt svar.

6.1 Slgjfe-tilpasning

Ideen i slgjfetilpasning (engelsk: loop shaping) er at finde en regulator K(s), som former
abenslgjfen 7(L(jw)), sd man far opfyldt visse krav til robusthed og ydeevne.

Kravene til ydeevne vil naturligt veere at der en god undertrykkelse af forstyrrelser, s& fejlen
bliver lille. Fejlen kan som tidligere vist findes ved

e(s) = So(s)(r(s) — d(s)) + To(s)n(s) (6.1)

Ofte vil det veere rimeligt at se bort fra méalestgjen n(s), s& det vaesentligste krav til yde-
evne er, at outputsensitiviteten o(S,(jw)) er lille i det frekvensomrade, hvor de veesentligste
forstyrrelser optraeder. Da de fleste forstyrrelser er lavfrekvente, fgrer det til et krav om at
outputsensitiviteten skal veere lille ved frekvenser op til en vis greense, som designeren fast-
leegger afhaengigt af en vurdering af de dominerende forstyrrelser. Dette kan opnas ved at
specificere

Wy = IW,(s) (6.2)
Wy = I
hvor Wp(s) er en skalar overfgringsfunktion med lavpaskarakter. Et krav af denne karakter
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vil veere aekvivalent med et krav om at den mindste singuleerveerdi o(L,(jw)) af dbenslgjfe-
funktionen ved output er stor ved lave frekvenser:

a(Lo(jw)) > Wp(jw) (6.4)

Usikkerhederne i fysiske systemer er ofte stgrst ved hgje frekvenser. Hvis man ikke har detalje-
ret kendskab til usikkerhederne i processen, vil det veere naturligt at specificere en multiplikativ
usikkerhed p& udgangen

W = I-Wy(s) (6.5)
W = T (6.6)

hvor Wy (s) er en skaleer overfgringsfunktion med hgjpaskarakter, sd W, (jw) har en veerdi
svarende til usikkerheden pa DC forstaerkningen ved lave frekvenser og en veerdi der ved hgje
frekvenser bliver stgrre end 1. Krav af denne karakter fgrer til krav om at

1
Wy (jw)

(T, (jw)) < (6.7)

Dette vil veere kvivalent til at den stgrste singuleerveerdi af abenslgjfematricen (L, (jw))
skal veere lille ved hgje frekvenser:

1

5'(_[/0(](4))) < Wu(]UJ)

(6.8)

Specifikation af veegtfunktionerne bliver pd denne méde et spgrgsmal om trade-off mellem
god forstyrrelsesundertrykkelse og robusthed og det interessante valg bliver den frekvens hvor
kurverne krydser hinanden. Ved denne frekvens skal man sikre sig, at begge veegtfunktioner
er mindre end 1 for at kravene er mulige at opfylde.

Pa Figur 6.1 er vist et eksempel pa hvordan sddanne krav kunne se ud. Metoden giver ikke
direkte noget svar pa hvordan abenslgjfe singuleerveerdierne skal forlgbe teet pa overkryds-
ningsfrekvenserne, det vil sige der hvor kurveskaren for abenslgjfe-singulervardierne krydser
1 (0 dB). Det kan dog ses, at det er hensigtsmaessigt, at singulaerveerdierne ligger teet pa
hinanden.

Andre overfgringsfunktioner end S,(s) og T,(s) kan veere interessante i forbindelse med slgj-
fetilpasning. Hvis man vil sikre sig at styresignalerne u(s) ikke bliver for store mé& man sikre
sig at kontrolsensiviteten M(s) = (I + K(s)G(s)) 1K (s) ikke er for stor. Ligeledes kan der
veere tilfeelde hvor man har bedst kendskab til additiv modelusikkerhed hvilket ogsa fgrer til
krav til kontrolsensiviteten M (s).

6.2 Modellering af input og modelusikkerhed

Ved slgjfe-tilpasning interesserer man sig kun for stgrrelsen af sensitivitet og komplemen-
teer sensivitet, hvilket for flervariable systemer kan fgres over pa krav til &benslgjfematricens
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Begraensninger abenslgjfe ved store Wp og Wu
60 T T T T T

40

>

Undergraense for Lo
20k for store Wp

Overgreense for Lo
for store Wu

-60 1 1 1 1 1
10 10 100 10° 10 10 10
Vinkelfrkvens [rad/sek]

Figur 6.1: Krav til dbenslgjfe forsterkningen fra W, og Wy i frekvensomrdder hvor de hver
iscer er store

stgrste og mindste singulaerveerdi. Det har den begreensning, at man ikke kan handtere proble-
mer, hvor der er forskellige krav i forskellige kanaler. Det kan illustreres ved folgende. Antag
at usikkerheden er fundet til

A = TIAW,(s) (6.9)

for at sikre robust stabilitet kan man ngjes med kravet (W,T,) < 1. Hvis man derimod
begraenser sig til at stille krav til stgrste singulaer veerdi bliver kravet

(6.10)

Dette krav kan veere langt mere restriktivt, hvis der er stor forskel pa usikkerheden i de enkelte
kanaler af overfgringsfunktionen.

Det vil derfor vaere langt bedre at foretage en konkret vurdering af usikkerheden pa hver
enkelt overfgringsfunktion i overfgringsmatricen. Denne vurdering kan foretages f.eks. ved at
vurdere parameterusikkerheder i den parametriske model eller ved at vurdere en frekvensmaes-
sig greense for gyldigheden af modellen og indsaette multiplikative usikkerheder i hver kanal
som indbygger denne graense.

Pa samme made vil det vaere af stor betydning for det samlede resultat, at der foretages en
konkret vurdering af de aktuelle forstyrrelser i hver enkelt kanal og en vurdering af fejlens
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vigtighed pa hvert output. Iser hvis der er forskel pé stgrrelsesordenen af de enkelte signaler
er det vigtigt, at der ved output skaleres, s& det er meningsfyldt at tale om samme greense pa
normen af output.

6.3 H. Regulering

I dette kapitel vil vi praesentere en state-space lgsning til Ho, reguleringsproblemet i 2 x 2 blok
formuleringen. Denne lgsning blev fundet af Doyle et al. i 1988. Strukturen af Hoo lgsningen
vil blive sammenlignet med den velkendte LQG-struktur, hvorved vi kan se, at der er mange
lighedspunkter mellem de to. Faktisk kan man fortolke LQG lgsningen som et specialtilfeelde
af den generelle Hoo l@gsning.

Vi vil altsé give en lgsning til problemet:

K(s) = arg  min [|FU(N(s), K(5)) .. (6.11)
Problemet med at finde en lgsning til (6.11) var nok det vigtigste forskningsomrade inden for
reguleringsteori i 1980’erne. Til at begynde med eksisterede der kun algoritmer, der gav Hqo
optimale regulatorer af meget hgj orden, se f.eks. [Fra87], eller som kun kunne bruges pa SISO
systemer, se eks. [Gri86]. S& i begyndelsen af 1988 annoncerede Doyle, Glover, Khargonekhar
og Francis en state-space lgsning, der kun involverede 2 Riccati ligninger og som gav en
regulator af samme orden som det udvidede system N(s), helt pad samme vis som LQG
lgsningen. Dette var et stort gennembrud for H ., teori. Det blev nu klart, at der eksisterede
stor parallelitet imellem LQG og Ho lgsningerne. Begge regulatorer har en tilstandsestimator-
tilstandstilbagekoblings-struktur og 2 Riccati ligninger giver tilstandstilbagekoblingen K. og
forsteerkningen K i tilstandsestimatoren.

d'(s) €' (s)

u(s) K(s) y(s)

Figur 6.2: 2 x 2 blok problemet.

Givet en 2 X 2 blok-matrix N(s), se Figur 6.2 samt en gnsket gvre graense v pd Hoo nor-
men || Fj(N(s), K(s))||4, returnerer Ho, lgsningen en regulatorparameterisering, ofte kaldet
DGKF-parameteriseringen:

K(s) = Fi(J(s), Q(s)) (6.12)

af alle stabiliserende regulatorer for hvilke ||F;(N(s), K (s))||l#. < 7, se Figur 6.3. Enhver
stabil overfgringsmatrix Q(s) for hvilken ||Q(s)||3., < < Vil stabilisere systemet og ggre at
| E1(N(s), K(s))||#e < 7v- Enhver Q(s), der er ustabil eller har H-norm stgrre end -y vil ggre
lukket slgjfen ustabil eller medfgre, at || Fj(N(s), K(s))||#., > v eller begge dele.

Hoo lgsningen er givet ved Definition 6.1 samt Theorem 6.1.
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d'(s) ¢'(s)
N(s)
u(s) y(s)
| |
| J(s) |
| |
ug(s) vols)
| 1 Q(s) :

Figur 6.3: DGKF-Parameteriseringen af alle stabiliserende regulatorer, der opfylder
I1EL(N (), K(5))ll3,, < -

Definition 6.1 (Riccati Lgsning) Lad X vere en lgsning til Riccati ligningen
ATX + XA-—XRX+Q=0 (6.13)

Vi vil nu bruge notationen X = Ric(H) hvor H er den associerede Hamilton matriz

(6.14)

we[ 4 8

—-Q -AT
til at angive denne lgsning.

Saetning 6.1 (H-Suboptimal Reguleringsproblem) Denne lgsning er taget
fra [Dai90]. Lad N(s) veere givet ved state-space realisationen A,B,C,D og introducer
notationen:

A| Bi B
N(s)=| Ci|Du D (6.15)
Co | Da1 Doy

hvor B, C og D er partitioneret efter d', €', u og y. Gor nu flg. antagelser:

~

. (A, B1) og (A, Bg) er stabiliserbare (styrbare).
2. (C1,A) og (Cy, A) er detekterbare (observerbare).
3. DT,D1s = I og Dy DT, =1.
4. D11 = Dag = 0.

Lad

Dy =1—D,D%, Dy, =1— DI Dy (6.16)
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og lgs de to Riccati ligninger

X —Ric| A7 DDLCL BB - BaBy (6.17)
* ~CTDL,D12C1 — (A~ BeDL,C)
T _
Yoo = Ric| (A~ BiDnC2) 7°CICL -~ Gy (6.18)
—B1Dy DL, BT — (A- BDL,C,)

Dan tilstandstilbagekoblingen K., forsterkningen i observeren Ky samt matricen Z, som

K. = (D},C1 + B3 Xoo) (6.19)
K = (B1D3; + Y C3) (6.20)
Zoo = (T =y 2o Xoo) (6.21)

Hvis Xoo > 0 09 Yoo > 0 eksisterer og hvis spektralradien p(XooYeo) < 72 sd er DGKF-
parameteriseringen givet ved

Aso | ZooKf  Zioo (Ba + 7 2YooCl D13)
J(s) = —K. 0 I (6.22)
—(Co+ 7 2DnBT X)) | I 0
JH(S) J12(S) :|
_ 6.23
[ Jo1(s)  Jaa(s) (6.23)

hvor Ay er givet ved
_ -2 T -2 T
Ao = A—BoK.+7v °B1B| Xoo — ZooKf (C2 + v ?D1 B Xo) (6.24)

Stabiliserende regulatorer K (s), der opfylder ||F;(N(s), K(8))||#., <~ kan da konstrueres ved
at koble J(s) med enhver stabil Q(s) for hvilken ||Q(s)||n., < -

K(s) = Fi(J(s), Q(s)) = Ju1(s) + J12()Q(s) (I — Jo2(s)Q(5)) " Ja1(s) (6.25)
Hoo-normen af lukket slgjfen Fi(N(s), Fi(J(s),Q(s))) opfylder da
[1F (N (s), Fir(J(s), Q(s)) oo < (6.26)

Regulatoren opndet med Q(s) = 0 kaldes den centrale Hoo regulator.

6.3.1 Bemarkninger til H,, lgsningen

Bemaerk at Seetning 6.1 ikke giver den optimale H, regulator, men istedet en regulator, der
opfylder ||Fi(N(s), K(s))||l#., < v efter at v er specificeret hvis der eksisterer en regulator,
der kan ggre det. Ergo mé designeren iterere pa - for at tilnzerme den optimale Hs.-norm
0. Derfor kalder vi lgsningen i Seetning 6.1 for den sub-optimale Ho regulator. Dette er
forskelligt fra LQG lgsningen hvor den optimale regulator kan findes uden iteration. Den
centrale regulator (Q(s) = 0) er ikke ngdvendigvis den regulator, der giver den mindste
Hoo-norm for lukket slgjfen. Da det imidlertid er en gyldig regulator, givet den gnskede y
veerdi, er det normalt at veelge netop denne regulator for implementation. Specielt er det
denne regulator som MATLAB Robust Control Toolbox og u-Analysis and Synthesis Toolbox
algoritmerne leverer.
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Bemark yderligere, at selvom Ho reguleringsproblemet er givet i frekvensdomaenet, er lgs-
ningen givet i tilstands form, dvs. i tidsdomenet. Denne kombination af frekvensdomaene
specifikationer og state-space beregninger er meget symptomatisk for moderne reguleringste-
ori.

Betragt nu de 4 ngdvendige antagelser i Saetning 6.1. Antagelse 1 og 2 siger blot at det
generaliserede system N (s) skal veere stabiliserbart og detekterbart; klart rimelige antagelser.
Antagelse 3 betyder, at antallet af sgjler i D15 ikke overstiger antallet af raekker. Vi siger, at
D14 skal veere “hgj”. P4 samme vis geelder, at Do ikke ma have flere raeekker end sgjler, dvs.
den skal veere “flad”. Dette medfgrer folgende betingelser pd dimensionen af signalerne €'(s),

d'(s), u(s), y(s):
dim €'(s) > dim u(s), dim d'(s) > dim y(s) (6.27)

hvor dim z angiver dimensionen af vektoren z. Altsd skal antallet af eksterne output (fejl-
signaler) [e},--- ,el] veere storre end eller lig med antallet af styrbare input (aktuatorer)
[u1,- -+ ,Up]. Ligeledes skal antallet af eksterne input (forstyrrelser) [d},--- ,d}] vere storre
end eller lig med antallet af mélte output (sensorer) [yi,--- ,¥y,|. For SISO systemer har vi at
dim u(s) = dim y(s) = 1, og séledes betyder disse antagelser blot, at bade d'(s) og €'(s) skal
eksistere, hvilket jo er en rimelig antagelse. For flervariable systemer er det imidlertid muligt
at forme absolut fornuftige design problemer, der ikke opfylder (6.27). I sddanne tilfeelde ma

vi tilfgje fiktive input eller output med lille vaegt.

Vi mangler imidlertid at vise, at D%;Dlz =1= D21D2Tl. Det er klart at en generel D matrix
ikke opfylder disse krav pr. automatik. Det kan imidlertid vises, at et design problem med en
generel D matrix under visse omstaendigheder kan omformuleres til et nyt design problem,
der har samme Hoo norm for overforingsmatricen fra d'(s) til €'(s) som wores oprindelige
problem; men som opfylder fglgende:

Dy =0 (6.28)
Dyp = [ ? ] (6.29)
Dy =[0 I] (6.30)
Dyy =0 (6.31)

saledes at antagelserne 3 og 4 begge er opfyldt. Denne omformulering opnés gennem en skale-
ring og “loop-shifting”. Det er imidlertid uden for denne notes intentioner at komme naermere
ind pa dette. En reference er [TC96, App. B|. For at kunne udfgre denne omformulering ma
vi kraeve at Dig og D3 har fuld sglje rang, hvilket vil sige at

rank D19 = dim u, rank D9; = dim y (6.32)

Disse to betingelser er meget almindelige inden for robust regulering. I MATLAB Robust
Control toolbox og i u-Analysis and Synthesis toolbox skal (6.32) veere opfyldt for at kunne
beregne den (sub-) optimale H ., regulator.

Men hvad betyder disse rang-betingelser sa? Jo, rang-betingelsen pa Do betyder, at der skal
vaere et direkte led i overfgringsmatricen fra de styrbare input u(s) til fejlsignalerne €(s). Det
betyder, at mindst en af SISO overfgringsfunktionerne i denne overfgringsmatrix skal have
lige mange poler og nulpunkter. P4 samme vis betyder rang-betingelsen pa Ds1, at der skal
vaere et direkte led i overfgringsmatricer fra forstyrrelserne d'(s) til det malte output y(s).
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Desveerre oplever man ofte, at formulere design problemer i 2 x 2 blok strukturen, der ikke
opfylder (6.32). Dette er nok den veesentligste begreensning i H, state-space lgsningen. Der
eksisterer efterhdnden metoder, hvor betingelsen (6.32) er fjernet, men disse metoder er endnu
ikke nemt tilgaengelige. Som oftest kan man med rimelighed reformulere design problemet,
saledes at (6.32) er opfyldt, men det betyder, at man skal passe pd, ndr man formulerer 2 x 2
blok problemet.

Vi vil nu sammenligne strukturen af H, regulatoren med den velkendte LQG struktur. I
Figur 6.4 er strukturen af LQG regulatoren illustreret og i Figur 6.5 det samme for Heo
regulatoren.

I <
—
VA
e e~

Figur 6.4: LQG regulator struktur som 2 x 2 blok problem. N(s) er givet ved den pverste boks
o9 LQG regulatoren ved den nederste boks.

Bemark at Hoo regulatoren Fj(J(s),Q(s)) som LQG regulatoren er opdelt i en tilstand-
sestimator samt en tilstandstilbagekobling K,.. Modsat LQG regulatoren optreeder en ska-
lerings matrix Z,, i serie med forsteerkningsmatricen K i tilstandsestimatoren og der er
desuden et par extra led, nemlig By = 7_2D2131TX00, Bx = 7_2BlB1TXoo og Bg =
Zoo(By + 77 2YooCT Dy3). For den centrale regulator Q(s) = 0 falder leddet Bg vaek. Dermed
kan vi se, at der er en stor lighed mellem LQG regulatoren og (den centrale) H, regulator.
Rent faktisk kan det vises, se f.eks. [TCB95], at for v — 0o gar H losningen imod den tilsva-
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| Dy |
|
| |
: d'(s) By el(s)_:.
| |
| |
: u(s) Bo '/@ sTI z(s) Co “Z) :
|
| |
: A C1 4% —
| |
| u(s) |
D
I 2 y(s)|
! ZooK§ y(s) — 9(s) !
| |
| |
) N #(s) ) |
| @ T Bs ~Z) s -G —~Z)—() !
| [ |
| |
: Bq @) A —By :
| R |
Yis) —yis
| By (s) —9(s) |
| |
| |
[ —-K, [
| |
[ - s s B z )_ I
I Lug(s) Yols) |
| Q(s) |
L & o & o T T o ____________ |

Figur 6.5: Hoo suboptimal regulator struktur. N(s) er givet ved den gverste boks, J(s) ved
den miderste boks og Q(s) ved den nederste boks. Bg = Zso(B2 + 7 *YooC{ D12),
By =y 2D BT X and Bx = v 2B BT X.

rende LQG lgsning. Derfor kan vi med en vis ret sige, at LQG lgsningen er et specialtilfeelde
af Heo lgsningen. Hvis man sammenligner Hamilton matricerne for LQG:

A—B,D%,C, —B,BT
Hx = - 6.33
Y7 | —CrDL D10 — (A— BDLCh)" (6.33)
T T T
Hy = | (A= BiD3 Co) —C2 G (6.34)

0og Heo (se Ligning (6.17)-(6.18)) Riccati ligningerne ser man, at den eneste forskel er de
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ekstra led y~2B; BT og v~2C,C7 i gverste hgjre hjgrne. LQG tilstandstilbagekoblingen K, er
ikke atheengig af By, dvs. hvordan forstyrrelserne d’(s) kommer ind i systemet. Modsat er Hoo
lgsningen afheengig af B;. Ligeledes er Kalman forsteerkningen K i LQG tilstandsestimatoren
ikke atheengig af C1, dvs. der leegges lige stor veegt pa samtlige tilstande. Modsat er Ky i Hoo
tilstandsestimatoren afhaengig af C4, dvs. af hvilken linearkombination af tilstandene vi ser
pé outputtet €'(s).

En af problemerne med LQG regulatoren er, at selvom LQ (fuld tilstandsinformation) har
meget fine garanterede stabilitetsmarginer (oo forsteerkningsmargin og 60° fasemargin) s& har
det vist sig at den observerbaserede LQG regulator ofte ikke er sarlig robust. Problemet er,
at nogle tilstande ofte bidrager mere til forsteerkningen end andre, men vi kan ikke kompen-
sere for det i LQG Kalman filteret, fordi alle tilstande vaegtes ens. I H tilstandsestimatoren
kan designeren imidlertid foretage denne vaegtning gennem (1 matricen og derved ggre de-
signet mere robust. Ligeledes kan man vaegte forstyrrelserne d'(s) forskelligt ndr man beregne
tilstandstilbagekoblingen og dermed @gge ydeevne af systemet.

Der eksisterer nu kommercielt tilgeengeligt software, som understgtter H o, design problemet,
f.eks. MATLAB toolboxene [CS92, BDG93|. Begge disse toolboxe laver en iteration pa v for
at finde den optimale Ho, regulator.

6.3.2 MATLAB Toolboxene

Der er ud over MATLAB Control toolboxen, 2 toolboxe til hjalp ved robust reguleringsdesign,
nemlig:

e Robust Control Toolbox.

e u-Analysis and Synthesis Toolbox.
Vi mener, at u toolboxen er den fgrste overlegen pé flg. punkter:

e Fremragende hjelpefunktion til at omdanne 2 x 2 blok strukturer til tilstandsbeskrivelser
(sysic.m).

e Mere naturlige funktioner til manipulation af systemer, f.eks. til at lukket slgjfer

(starp.m).

e God behandling af p.

Desveerre benytter u toolboxen sig af en helt ny made at reprasentere systemer péd samt
af mange nye datastrukturer, som det er ngdvendigt at saette sig ind i forst. Herefter er de
utroligt rare at arbejde med. Det medfgrer, at u toolboxen ikke er seerlig velegnet til et 1
moduls kursus i robust regulering.

Vi vil derfor ngjes med at beskrive robust toolboxen her. Vi vil illustrere de vigtigste funktioner
gennem et lille eksempel, nemlig det tidligere introducerede pumpe-eksempel.

6.3.2.1 7, design for pumpen

Vi vil lave et Ho, optimalt design for pumpesystemet ved hjeelp af MATLAB Robust Control
Toolboxen. I Figur 6.6 er design problemet illustreret, som det fremgar er problemet beskrevet
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i diskret tid. Vi har en forstyrrelse d'(z) pa outputtet (uden vaegt) samt et fejlsignal €'(2),
der er veegtet med den inverse af den gvre greense for sensitivitetet S,(z). Vi har desuden en
additiv modelusikkerhed, der medfgrer en gvre greense pa kontrolsensitiviteten. Der er altsa

tale om et blandet sensitivitets design.

Wp(z) v u(z) Z(Z) A(z) v Z) d’(z)

r@<%%@ K s 6) S—E—4
1

F— =~~~ - =~~~ - === === === === = ]

I A(z) I

,: | 1y u(z)—l /:
d (lz) W (2) elgz!

| |

| |

u(z) _ e(2)

: G(z) ) —Z) 1 :

RERRREEEEEEEEL L L

L ___________ J

Figur 6.6: Reguleringsdesign for pumpesystemet. Overst er det vegtede system tegnet op og
nederst er det tilsvarende 2 x 2 blok problem givet med N (z) i den miderste boks.

Det fgrste vi mé ggre er, at omskrive problemet til et 2 x 2 blok problem. Det er ligeledes gjort
i Figur 6.6. Herefter skal vi bestemme overfgringsfunktionen N(z). Udfra blokdiagrammet ses

det let at:
2(z) w(z)
e'(z) | =N(z) | d(2) (6.35)
e(z) u(2)
0 0 Wu(z) w(z)
| -me) W W6 || ae) (6.36)
~1 ~1 —G(z) u(2)
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hvor
0.1591z — 0.1500
G(2) = 21,9200 7 0.9216 (6.37)
1.207622 — 2.4013z + 1.1969
Wulz) = — 319926, 1 0.9241 (6.38)
z—0.9512
Wo(2) = {4195, — 14123 (6.39)

Herefter skal vi finde en tilstands repraesentation for N(z). Dette er ikke banalt, men vi kan
seette pa feelles brgkstreg og anvende tfm2ss.m fra Robust Control Toolbox!.

Da det er et diskrettids H, problem vi skal lgse er det selviglgelig en diskrettids o, algoritme
vi skal bruge. Imidlertid kan man bruge bilineger transformation til kontinuert tid, lgse pro-
blemet her og derefter transformere regulatoren tilbage til diskret tid. Dette kan lade sig gore,
da Hs normen er invariant under bilineser transformation. Nu skal vi altsé lave y-iteration
for at finde den H optimale regulator. ~y-iterationsalgoritmen i Robust Control toolboxen
findes kun til kontinuert tid . Ergo mé vi fgrst explicit transformere N(z) til kontinuert tid
ved bilinezer transformation:

[Ac,Bc,Cc,Dc] = d2cm(A,B,C,D,Ts, ’tustin’);
State-space matricerne for N(s) skal herefter partitioneres efter de forskellige input. Da vi

)
har 2 eksterne input (w(s) og d'(s)), 1 styrbart input (u(s)), 2 eksterne output (z(s) og €'(s))
samt 1 input til regulatoren (e(s)) fas flg. partitionering:

Bl = Be(:,1:2); B2 = Bc(:,3);

Cl = Cc(1:2,:); C2 = Cc(3,:);

D11 = Dc(1:2,1:2); D12 = Dc(1:2,3);
D21 = Dc¢(3,1:2); D22 = Dc(3,3);

Vi kan nu anvende kommandoen hinfopt.m til at udfgre y-iterationen:
[gamopt, Ak,Bk,Ck,Dk,Acl,Bcl,Ccl,Dcl] = hinfopt(Ac,B1,B2,C1,C2,D11,D12,D21,D22);

hvilket giver os flg. output pa skeermen:

<< H-Infinity Optimal Control Synthesis >>

No Gamma Dii<=1 P-Exist P>=0 S-Exist S>=0 lam(PS)<1 C.L.
1 1.0000e+00 0K 0K FAIL 0K 0K 0K UNST
2 5.0000e-01 0]:4 0K 0K 0K 0K 0K STAB
3 7.5000e-01 0K 0K 0K 0K 0K OK STAB
4 8.7500e-01 0]4 0K 0K 0K 0K 0K STAB
5 9.3750e-01 0K 0K FATL 0K 0K OK UNST
6 9.0625e-01 0]4 0K 0K 0K 0K 0K STAB

'Her er p toolboxen meget nemmere at bruge.
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7 9.2188e-01 OK OK FAIL 0K OK OK UNST
8 9.1406e-01 OK OK FAIL 0K OK OK UNST
Iteration no. 6 is your best answer under the tolerance: 0.0100 .

>

Det ser jo umiddelbart meget fint ud, idet vores optimale v er 0.90625. Imidlertid anvender
Robust Control toolboxen en invers udgave af -, hvilket betyder at vores Ho, norm af lukket
slgjfen er

1 (N (s), K (s))]

= To055 = 111034 (6.40)

Ergo har vi ikke kunnet opné robust ydeevne, selvom vi er ret taet pa. Vi skal transformere
regulatoren tilbage til diskret tid:

[Adk,Bdk,Cdk,Ddk] = c2dm(Ak,Bk,Ck,Dk,Ts, ’tustin’);

Lad os herefter checke for nominel ydeevne, robust stabilitet og robust ydeevne. Fgrst danner
vi lukket slgjfen Fj(N(z), K(z)):

[Acl,Bcl,Ccl,Dcl] = feedback(A,B,C,D,Adk,Bdk,Cdk,Ddk,3,3);
Vi kan nu checke pa flg. vis:

% Robust stabilitet
B_rs = Bcl(:,1); C_rs = Ccl(1,:); D_rs = Dcl(1,1);
mag_rs = dbode(Acl,B_rs,C_rs,D_rs,Ts,1,w);

#Nominel ydeevne
B_np = Bcl(:,2); C_np = Ccl(2,:); D_np = Dcl(2,2);
mag_np = dbode(Acl,B_np,C_np,D_np,Ts,1,w);

%robust ydeevne
B_rp = Bcl(:,1:2); C_rp = Ccl(1:2,:); D_rp = Dc1(1:2,1:2);
sv_rp = dsigma(Acl,B_rp,C_rp,D_rp,Ts,w);

figure(1);

semilogx(w,20*1logl0(mag_rs),’--’,w,20%1logl0(mag_np),’-.’ ,w,20%¥1oglO(sv_rp(1,:)),’-?);
title(’Nominel (-.) og robust (-) ydeevne og robust stabilitet (--)’);
xlabel(’Frequency [rad/sec]’),ylabel(’Magnitude [dB]’);

axis([1e-3 1e3 -30 10]);

grid;

hvilket giver det i Figur 6.7 viste resultat:

Bemeerk, at vi har opnéet robust stabilitet samt nominel ydeevne, men ikke garanteret robust
ydeevne. Laeg desuden meerke til, at o(Fj(N(e/“T#), K(e/“T#))) er flad over frekvens, hvilket
indikerer, at regulatoren er Ho, optimal. Desuden kan || F;(N(z),K(2))|#,., bestemmes til
1.1033, hvilket passer fint med den opnéede -y veerdi.
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Nominel (-.) og robust (=) performance og robust stabilitet (—-)
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Figur 6.7: Check for nominel ydeevne, robust stabilitet samt robust ydeevne med Hoo.
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Kapitel 7

Robust regulator design med u

Der er to vaesentlige begraensninger i forbindelse med anvendelsen af Ho teori til regulator-
design. For det fgrste kan vi kun analysere fuldt komplekse perturbationer A(s) € C"*™
ikke-konservativt i en H, robust stabilitetstest. For det andet kan robust ydeevne problemet
kun héndteres konservativt selv for fuldt komplekse perturbationer fordi stabilitet og ydeevne
ikke kan separeres i Hoo strukturen. Konservatismen athaenger af usikkerhedsstrukturen samt
af systemets konditionstal x. I dette kapitel vil vi vise at disse begreensninger kan undgas,
hvis vi benytter den strukturerede singulerverdi p.

Vi vil forst betragte analyseproblemet, dvs. hvordan man, givet en regulator K (s), checker
for robust stabilitet og robust ydeevne ved hjxlp af u. Derefter vil synteseproblemet blive
behandlet, dvs. hvordan finder vi en regulator, der er optimal med hensyn til p.

7.1 p analyse

7.1.1 Robust stabilitet

Vi vil betragte reguleringsproblemer, der kan reprasenteres i blok diagram strukturen vist i
Figur 7.1. Denne struktur vil vi benaevne NAK -strukturen.

Figur 7.1: NAK formulering af robust stabilitetsproblem.
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Ligheden mellem NAK og 2 X 2 blok strukturen er indlysende. Nu vil vi imidlertid ikke
begreense A(s) til at veere en fuld kompleks blok. I stedet antages det at A(s) har en bestemt
blok-diagonal struktur. Antag nemlig, at A(s) tilhgrer den begreensede delmangde:

BA = {A(s) € A|5(A(jw)) < 1} (7.1)

hvor A er defineret som:

A= {dla‘g (6{-[7‘1’ T 6:nTI7‘mT ) 5fITmT+1a T 76'rchITmT+mc ’ Ala e 7Amc) |
6 €R,6{ € C,A; € CmrtmetiXTmrimetil  (7.2)

Vi betragter saledes reelle og komplekse perturbationer, som pavirker det nominelle system
gennem NAK strukturen. Meget generelle robust stabilitetsproblemer kan formuleres gennem
denne struktur, bl.a. parametrisk usikkerhed, se Eksempel 7.1. Det er klart, at blok-diagonal
strukturen p& A(s) tillader os at anvende meget mere detaljerede usikkerhedsmodeller, end
hvis A(s) simpelthen er én fuld kompleks blok. Bemaerk, at en fuld kompleks blok selvfalgelig
blot er et specialtilfeelde af maengden A.

Eksempel 7.1 (Diagonal perturbationsformulering I)
Dette eksempel er en let modificeret udgave af et eksempel givet i [Hol9}]. Antag, at systemet
G(s) er givet ved:

a

G(s) = 7.3
6= 5 (73)

hvor DC forsterkningen « og tidskonstanten 3 kun kendes med 10% usikkerhed:
a = [27.0,33.0], B =10.9,1.1] (7.4)

Vi vil udtrykke o og B ved deres nominelle verdi samt to perturbationer A, og Ag for hvilke
|Aq,8| < 1. Dette kan f.eks. opnas med:

1
a=30 (1 + l—OAa> (7.5)
8=1.0 (1 + %OAﬁ> (7.6)
hvor
A, € [-1,41], Ag € [—1,+1] (7.7)

Lad BA betegne mengden [—1,+1]. Sd kan overforingsfunktionen G(s) skrives:

_30(1+40.1A,)
Gl =7 01A5) s +1 (78)

med
Aq,Ag € BA (7.9)

Pd blok-diagram form kan G(s) representeres som i Figur 7.2 pd neeste side.
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Figur 7.2: Eksempel 7.1: Blok-diagram representation af G(s).

For at bestemme NAK formuleringen fjernes A blokkene i Figure 7.2 og overfgringsfunktio-
nerne fra de tre input io(s), ig(s) og u(s) til de tre output o4(s), 0g(s) og y(s) bestemmes.
Standard blok-diagram manipulering giver pd matrixz form:

0 —_30 30 .

0a(8) 10(s+1) 10(s+1) ia(s)

og(s) | =10 _10(;+1) 10(;+1) ig(s) (7.10)
30 30

y(s) 1 u(s)

s+1 s+1

Usikkerhedsblokkene er givet ved:
] R ot R e | ol -

Lad herefter w(s), z(s), N(s) og A(s) vere givet ved:

_ [ dals)
w(s) = is(s) ] (7.12)
_ [ Oa(s)
z(s) = 05(5) ] (7.13)
[0 —._30 30
10(s+1) 10(s+1)
N(s)=10 _10(38+1) 10(35+1) (7.14)
|1 - h
A(s) = diag{Aa, Mg} = [ fe Aoﬂ ] (7.15)
Det perturberede system er nu beskrevet ved:
) | _ o [ 09)
o =[] (7:19)
w(s) = A(s)z(s) (7.17)

og kan umiddelbart puttes ind i NAK strukturen.
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Eksempel 7.2 (Diagonal perturbationsformulering II)
Lad os herefter betragte et standard anden ordens system:

2

I 7.18
$2 + 20wy, + w2 (7.18)

G(s) =

Antag at forsterkningen o, dempningsfaktoren ( samt egensvingningsfrekvensen w, ikke er
kendt med fuldstendig ndgjagtighed, men kun sdledes at

a=a,(1+0,Aq) (7.19)
¢ =Co(1+3dcA¢) (7.20)
wp = wn, (1 4+ 6,Ay) (7.21)
hvor
Ag,Ai Ay €BA  BA =[—1;+1] (7.22)

0, Co 09 Wy, er siledes de nominelle verdier og 6o, d¢ 0og &, den relative usikkerhed.

En overforingsfunktionsrepresentation af G(s) er givet i Figur 7.3 pd den folgende side. Grun-
det den ggede kompleksitet i forhold til 1. ordens systemet i Eksempel 7.1 pd side 76 er det
fordelagtigt at arbejde med tilstandsrepresentationer. Definér tilstandene som:

Z1 = ya T2 =Y (723)

Det kan da vises, at en tilstandsrepresentation for G(s) er givet ved:

[ —2(own, —wgo w%o wp, 1
1 0 0 0 0
0 0 0 0 0
N(s) = A|B | —20,¢, —wWn, | dwwn, 0 0
" LCID || —20uCwn, —Ouw?, | buw? = Guwn, O
5ww,jol 0 0 0 0
26¢Cowp,, 0 0 0 0
| 0 1 0 0 0
ZCOw%O —w%o aw%o T
0 0 0
0 0 ady
2(5w€owna _5wwno 5w04wno
25w§ow7210 —6ww%0 (5waw%0 (7.24)
Ow 0 0
—20¢Co 0 0
0 0 0 |
Idet vi herefter gar frem som i Eksempel 7.1 pd side 76, definér
w(s) = [ i1(s) i2(s) i3(s) i4(s) i5(s) }T (7.25)
z(s) = [ 01(8) 02(s) o03(s) o04(s) o05(s) ]T (7.26)
A(s) = diag {Aq, Ay, Ay, Ay, AC} (7.27)
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Sa er det perturberede 2. ordens system givet ved:

[ 2(s) ] = N(s) [ w(s)) ] (7.28)
w(s) = A(s)z(s) (7.29)

og kan umiddelbart puttes ind i NAK strukturen. Bemeerk, at i dette tilfelde indeholder
blokstrukturen for A(s) gentagne skalere blokke:

s 0 0
A= 0 Gl 0 (7.30)
0 0 6

Generelt kan der for et vilkdrligt usikkert system opstilles adskillige ekvivalente NAK formu-
leringer, der kan indeholde forskellige A(s) strukturer. Det kan veere vanskeligt at bestemme
en minimal formulering, hvor stgrrelsen af A(s) er mindst mulig.

Som illustreret gennem de to ovenstdende eksempler kan meget strukturerede usikkerhedsmo-
deller repraesenteres i NAK strukturen. Desvaerre kan ekstraktionen af usikkerhedsblokkene
involvere en del kedsommeligt algebra. Heldigvis findes der, i MATLAB p-Toolboxen, en meget
handy m-funktion (sysic.m), der kan automatisere denne proces.

Dynamisk usikkerhed kan ogsa inkluderes gennem komplekse blokke af passende stgrrelse.

Lad nu Fj(N(s), K(s)) = P(s) betegne overfgringsfunktionen opnéet ved at lukke den nederste
slgjfe i Figur 7.1 pa side 75. P(s) er den generaliserede lukket-slgjfe overforingsfunktion og er
givet ved:

P(s) = Fi(N(s), K(s)) (7.31)
= NH(S) + N12(S)K(S) (I — NQQ(S)K(S))il N21 (S) (732)

Robust stabilitet givet en struktureret usikkerhed A(s) € BA er da bestemt ved den fglgende
setning, som er en generalisering af H, robust stabilitetseetningen (se Seetning 5.2 pé side 51).

Saetning 7.1 Antag, at systemet P(s) er stabilt, samt at perturbationen A(s) er af en sidan
form, at den perturberede lukket-slgife er stabil hvis og kun hvis Nyquist kurven for det(I —
P(s)A(s)) ikke omslutter origo. S er lukket-slgjfen i Figur 7.1 pd side 75 stabil for samtlige
perturbationer A(s) € BA hvis og kun hvis

det(I — P(jw)A(jw)) #0 VYw, VA(jw) € BA (7.33)
& p(P(jw)A(jw)) < 1 VYw, VA(jw) € BA (7.34)
= o(P(jw)) <1 Yw (7.35)

Bewvis for Setning 7.1 Beviset fglger umiddelbart af H., robust stabilitetsaetningen, Saetning 5.2
pa side 51 med A(s) € BA. 0

Bemerk, at (7.35) kun er en tilstreekkelig betingelse for robust stabilitet. Ngdvendigheden
af den tilsvarende betingelse for ustrukturerede usikkerheder fglger af det faktum, at den
ustrukturerede maengde indeholder alle A(s) med 6(A(jw)) < 1. Nu begreenser vi imidler-
tid perturbationsmaengden til A(s) € BA og derfor er betingelsen (7.35) generelt arbitreert
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konservativ. I stedet for en singulaervaerdi robust stabilitetsbetingelse har vi brug for noget,
der taget hensyn til strukturen af perturbationen A(s). Dette er praecist den strukturerede
singuleerveerdi p.

Givet en matrix P € C™ ™ er den positive reelle funktion u defineret ved:

1
pa(P) = — {5(A) : A€ A,det(I — PA) = 0}

>

(7.36)

undtagen hvis ingen A € A gor I — PA singuleer (det(I — PA) = 0); i dette tilfeelde er
pa(P) = 0. Ergo er 1/ua(P) “storrelsen” af den mindste perturbation A, mélt ved dens
stgrste singuleerveerdi 6(A), som ggr I — PA singuleer. Hvis P(s) er en overfgringsmatrix kan
vi fortolke 1/pa (P(jw)) som storrelsen af den mindste perturbation, der flytter de karakte-
ristiske loci for P(s) over i Nyquist punktet (—1,0) ved frekvensen w.

Fra definitionen af y samt Szetning 7.1 pa foregdende side kan vi nu opstille fglgende saetning
for bestemmelse af robust stabilitet, se ogsa [DP87, PD93]:

Satning 7.2 (Robust stabilitet med p) Antag, at systemet P(s) er stabilt, samt at per-
turbationen A(s) er af en sddan form, at den perturberede lukket-slgjfe er stabil hvis og kun
hvis Nyquist kurven for det(I — P(s)A(s)) ikke omslutter origo. Sé er lukket-slgjfen i Figur 7.1
pa side 75 stabil for samtlige perturbationer A(s) € BA hvis og kun hvis

lna (P(s))llo <1 (7.37)

hvor:

I (P(5))]l s  sup uas (P(j) (7.38)

7.1.2 Robust ydeevne

For at kunne analysere for robust ydeevne inkluderer vi de normaliserede externe forstyrrel-
ser d'(s) samt de normaliserede fejlsignaler €’(s) i NAK formuleringen. Vi kan da opstille et
generelt veerktgj til analyse og design af linesere systemer, se Figur 7.4 pd neeste side. En-
hver lineszer kombination af kontrol input u, méalte output y, forstyrrelser d’, fejlsignaler €',
perturbationer w samt regulator K kan beskrives ved hjelp af dette “generiske” system.

Inden for dette system kan analyse og design ses som 2 specialtilfeelde, se Figur 7.4 pa den
folgende side. Som ved 2 x 2 blok problemet er skaleringer og veegtfunktioner absorberet i
overfgringsfunktionen N (s), saledes at d'(s), €'(s) og A(s) er normaliseret til norm 1. Bemaerk,
at hvis vi opdeler P(s) i 4 blokke, der er konsistente med dimensionen af de 2 input w og d’
samt de 2 output z og ¢’ kan vi identificere Pi1(s) som overfgringsmatricen P(s) i Seetning 7.2.

I forbindelse med analyse af robust ydeevne er vi interesseret i overfgringsfunktionen fra d'(s)
til €/(s). Denne overfgringsfunktion er givet ved:

e'(s) = Fu(P(s),A(s))d'(s) (7.39)
- [p22(s) ¥ Poi(s)A(s) (I — Pra(s)A(s)) Pm(s)] ' (s) (7.40)

I (7.40) er Py(s) den veegtede nominelle ydeevne funktion (typisk output sensitiviteten),
hvorfor F,,(P(s),A(s)) saledes er den veegtede perturberede ydeevne funktion. Vores robuste
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Generel formulering

—1 A
w z
d N : e
U Y
— K
Analyse / \ Syntese
w ——s] -z
A d— N [— ¢
d' P - ¢ K

Figur 7.4: Et generelt verktdg; for analyse samt requlatordesign for lineere systemer.

ydeevnemél kan nu formuleres fra Ligning (7.40) pa forrige side som:

17, (P(5), A3))ll3,, = sup& (Fu(P(jw), A(jw))) <1 VA(jw) € BA (7.41)

Bemaerk, at vores betingelse for robust ydeevne er udtrykt som en singulaerveerdi begraens-
ning, ligedan med en robust stabilitetsbetingelse for ustruktureret usikkerhed. Vi kan der-
for konkludere, at den robuste ydeevne-betingelse (7.41) er opfyldt, hvis og kun hvis sy-
stemet Fy,(P(s),A(s)) er robust stabilt overfor en normbegrenset perturbation Ay(s) med
d(Ap(jw)) < 1, Vw. Ergo, ved at udvide perturbationsstrukturen med en fuld kompleks
“ydeevne-blok” A,(s) kan vi checke for robust ydeevne gennem en ustruktureret robust sta-
bilitetsbetingelse. Endvidere kan denne udvidelse af perturbationsstrukturen foretages helt
naturligt med u, fordi den tilladte struktur netop er blok-diagonal.

Vi har nu den fglgende seetning til vurdering af robust ydeevne, se ogsa [DP87, PD93|:
Satning 7.3 (Robust ydeevne med p) Lad ydeevnekrav vere givet gennem en H, spe-

cifikation pé overforingsmatricen fra d'(s) til €'(s) — typisk en veegtet sensitivitets-specifikation
— af formen:

1 (P(5), A(s))ll3,, = sup o (Fu(P(jw), A(jw))) <1 (7.42)

Sa er den perturberede lukketslgjfe Fy,(P(s),A(s)) stabil og opfylder ydeevne-specifikationen
|Fu(P(s), A(s)) g, <1, VA(s) € BA hvis og kun hvis:

lua ()], <1 (7.43)

hvor perturbationsstrukturen er udvidet med en fuld kompleks ydeevne-blok:

A= {diag (A, A,) ‘A EAN, € c’“’c} (7.44)
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Seetning 7.3 er en af grundene til, at det er populeert at male ydeevne ved hjalp af Hoo-normen.
Hyvis usikkerheden begraenses ved den storste singulaerveaerdi, er det nemlig muligt, gennem u,
at checke for robust stabilitet og robust ydeevne pa en ikke-konservativ méde. Hvis modelusik-
kerheden er modelleret praecist, dvs. hvis alle systemer Ga(s) € G kan optraede i praksis, sa er
1 betingelsen for robust ydeevne béde ngdvendig og tilstraekkelig. Altsd giver p saetningerne
mindre konservative betingelser for robust ydeevne sammenlignet med de tilsvarende Heo
betingelser. Stabilitet og ydeevne kan separeres, langt mere detaljerede usikkerhedsbeskrivel-
ser kan formuleres pa grund af den diagonale struktur pd A og vi opnar ikke-konservative
betingelser for robust ydeevne selv for darligt konditionerede systemer (k(G(jw)) > 1).

Ligning (7.43) pé foregéende side giver en simpel test for robust ydeevne. Hvis vi plotter
p 4 (P(jw)) mod frekvens er det nemt at checke hvorvidt betingelsen (7.43) i Seetning 7.3 pa
forrige side er opfyldt.

Idet Ay = diag{A,0} og Ay = diag{0, A, } er specialtilfzlde af den generelle struktur A € A
er det klart at:

pa (Pjw)) 2 max{pa(P1(jw)), pa, (Pe(jw)) = o (P2 (jw))} (7.45)

hvilket betyder, at en ngdvendig betingelse for robust ydeevne er, at lukket-slgjfen er robust
stabil samt, at det nominelle system opfylder ydeevne kravene.

7.1.3 Beregning af u

Som illustreret overfor er y et meget nyttigt veerktaj til bestemmelse af robust stabilitet og
ydeevne i forbindelse med bade struktureret og ustruktureret usikkerhed. Desveerre er selve
udregningen af u et meget kompliceret problem, som der ikke findes nogen generel matematisk
lgsning pé. Problemet er, at Ligning (7.36) pa side 81 ikke direkte kan bruges til udregning af y,
fordi optimeringsproblemet generelt har flere lokale maksima [DP87, FTD91]. Imidlertid kan vi
udlede gvre og nedre greenser for u bade for rent komplekse perturbationsmaengder (m, = 0
i Ligning (7.2) pa side 76) samt for blandede reelle og komplekse perturbationsmaengder.
Algoritmer til beregning af disse greenser var genstand for intens forskning i begyndelsen
af 1990’erne, se bl.a. [DP87, YND91]. I det fglgende vil vi kort redeggre for nogle af disse
graenser. For ikke at ggre notationen mere indviklet end hgjst ngdvendigt vil vi antage, at det
generaliserede system P(s) er kvadratisk, P(s) € C"*".

7.1.3.1 p med komplekse perturbationer

Lad os forst betragte beregning af y, nar perturbationsstrukturen udelukkende bestar af
komplekse blokke, dvs. m, = 01 (7.2) pa side 76. Det kan da rimeligt nemt vises, at pa (P)
er givet ved standardfunktioner, nar A er et af de fglgende 2 meengder, se f.eks. [ZDG96]:

e Hvis A = {6°I,|6°€ C} (m, =0, mc =1, mg = 01 (7.2)), s& er ua(P) = p(P),
spektral radius af P (den numerisk stgrste egenveerdi af P, p(P) = max; |\;(P)|).

e Hvis A ={A[A € C"™"} (m, =0, me =0, m¢ =11 (7.2)), sd er ua(P) =0a(P), den
stgrste singulaerveerdi.

For en generel kompleks perturbation A gaelder at

{I|ieCycAc{Aa|aeC™} (7.46)
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Derfor gzelder det, at:

p(P) < pa(P) < 5(P) (7.47)

Imidlertid er disse greenser utilstraeekkelige, idet forskellen imellem p(P) og 6(P) kan veere
vilkarlig stor. Ergo mé greenserne i Ligning (7.47) forfines. Dette kan ggres gennem trans-
formationer af P som ikke pdvirker pua(P) men derimod modificerer p(P) og &(P). Definér
fglgende delmeengder af C™*":

Q= {Q €A ‘m —0,080¢ = 1, ATA; = Irmm.} (7.48)

D= {dlag (Dla' t aDmcadlIrmc+17' t ’dmCIr‘mc+mC)
D; € C"*" Df =D; >0,d; e R,d; >0} (7.49)

Det kan nu vises, se f.eks. det originale paper om p af Doyle [Doy82|, at for enhver A € A
(for hvilken m, =0), @ € Q og D € D gealder der, at:

RIEQ, QAcA, AQeA, &(QA)=35(AQ)=275(4), (7.50)
DA = AD (7.51)

Fra (7.50) og (7.51) kan den fglgende saetning udledes.

Saetning 7.4 (Ovre og nedre graenser for pu) For alle Q € Q og D € D geelder
pa(PQ) = pa(QP) = pa(P) = pa(DPD 1) (7.52)

Ergo kan grenserne i Ligning (7.47) forbedres til:

P) < P) < inf 6(DPD™! 7.53
glgép(Q ) < pal )—BED“( ) (7.53)

Den nedre greense maxgeq p(QP) er i virkeligheden en identitet (maxgeq p(QP) = pa(P)),
men desveerre er funktionen p(QP) ikke konveks, men har generelt adskillige lokale maksima.
Saledes kan en numerisk sggealgoritme ikke garantere at finde p, men kun give en nedre
graense. P4 den anden side er udregningen af den gvre graense et konvekst problem, hvorfor
det globale minimum infpep @(DPD™!) i princippet altid kan bestemmes. Desvzerre er den
gvre greense ikke altid lig med p. Det kan vises, at for specielt simple perturbationsstrukturer,
nemlig for m, = 0 og 2m. + m¢ < 3, er den gvre graense altid lig med p. For strukturer
med 2m, + m¢ > 3 vil der imidlertid for de fleste matricer P, geelde at pu er mindre end
inf pep (DPD!). Numerisk erfaring med den gvre greense indikerer pa den anden side, at
selv for 2m. 4+ m¢c > 3 er den gvre graense normalt ikke specielt konservativ.

Med MATLAB p-Analysis and Synthesis Toolbozen [BDG193| eksisterer der idag kommercielt
tilgeengeligt software, der kan beregne greenserne i Sezetning 7.4. I forbindelse med praktisk
regulator design (i det mindste for rent komplekse perturbationer) synes de matematiske
problemer forbundet med udregningen af y derfor at veere forholdsvis teoretiske.
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7.1.3.2 p med blandede perturbationer

Lgsningen af det blandede' p problem har veeret genstand for intensiv forskning gennem de
sidste 10 ar, se f.eks. [FTD91, YND91, YND92, You93|. Vi vil ikke behandle beregningen af
greenserne for blandet p i detaljer i denne note (en reference er [You93]), men blot give nogle
af de vigtigste resultater. Lad os definere fglgende maengder:

Q={QeA|q e [-11],6 0 =1, A A =Ly, i} (7.54)

D= {dla‘g (Dla U 7Dmr+mcad1Irm,+mc+1a Tt 7dmcIrm)
|D; € C"*" Df = D; > 0,d; € R,d; >0} (7.55)

G = {diag (G1,"** ,Gm,,Orppo 41>+ s Or,) |Gi € C%75, Gy = G } (7.56)

f) = {dla‘g (-Dla U ’Dmr+mcad1I1"mT+mc+17 Tt admCIT'm)
‘Di € C”X”,det(Di) 7é 0,d; € C,d; 7é O} (757)

G = {diag(g1,** ;9n, On,) [9: € R} (7.58)

hvor 7, = Tr 4metmes Tr = Zﬁ’l r; 0g n. = n — n,. Bemerk, at for overensstemmelse med
P(s) mé vi have, at Y 1", r; = n.

Vi har da fglgende gvre og nedre graenser for blandet u:

Sazetning 7.5 (@vre og nedre granser for blandet u [FTD91]) Lad Ag vere den stor-
ste reelle egenveerdi og lad pr(P) veere den reelle spektral radius af P:

pr(P) 2 max {|Ar(P)| : Ar(P) er en reel egenveerdi af P} (7.59)

Huvis P ikke har nogen reelle egenveerdier er pr(P) = 0. Antag endvidere, at o, er resultatet
af minimeringsproblemet:

= _ inf i Ar (P*DP + j (GP — P*G) — aD) < .
a Deﬁ?gecglelﬁ{a‘ R ( +j(G G)—aD) <0} (7.60)

Sa er:
pr(P) < pa(P) < y/max(0, ay) (7.61)

Bemeerk, at beregningen af den gvre greense (7.60) involverer en Lineser Matrix Ulighed (LMI).
Der eksisterer forskellige numeriske metoder til at tackle sddanne minimeringer. Imidlertid
kreever dette, selv for forholdsvis begraensede problemer (n < 100), optimering over skaleringer
D og G, som kan indeholde adskillige tusinde parametre. Behandlingen af sddanne problemer
med fornuftige udregningstider kreever derfor, at selve strukturen af det blandede p problem
udnyttes i hgjere grad, se f.eks. [YND92|. Forskellige reformuleringer af gvre graense problemet
er givet i Seetning 7.6 pa naeste side.

Vi vil ofte referere til det blandede reelle og komplekse p problem simpelthen som det blandede p problem.
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Satning 7.6 (Reformulering af blandet p gvre graense) Antag, at vi har en matric
P ¢ C™" samt en reel positiv skalar B > 0. Lad endvidere for ethvert D € C"™*7,
Pp =DPD'. Si er folgende cekvivalent:

1. Der eksisterer matricer D1 € D og G1 € G sdledes, at:
Ar (P*D1P + j(G1P — P*Gy) — f*D1) <0 (7.62)
2. Der eksisterer matricer Dy € D o9 Go € G (eller Dy € D o9 Go € G) sdledes, at:
Ar (P}, Pp, + j(G2Pp, — P}, G2)) < 52 (7.63)

3. Der eksisterer matricer D3 € D og Gs € G (eller D3 € D og G3 € G} sdledes, at:

Pp,

G [(7 —ng> (I+G3)~

N[

] <1 (7.64)

4. Der eksisterer matricer Dy € D og G4 € G (eller Dy € D 09 Gy € é) saledes, at:

5 [(I+ G2)7i (Pg‘* —jG4) (I+ Gﬁ)_%] <1 (7.65)

Bevis for Saetning 7.6 kan findes i [You93]. Ved at anvende Seetning 7.6 kan vi nemt finde
alternative formuleringer for den blandede p gvre graense. For eksempel er den gvre graense,
der er implementeret i MATLAB p toolboxen udledt af Ligning (7.65). Definér §* som:

p* = inf  {B|6 (Ppg) <1} (7.66)
BER4,GEG,DED

hvor Ppg er givet som:

Pog = (I+G?) 4 (DPﬁD_l —jG) (1+G?) (7.67)
Sa er
max p(QP) < pa(P) < (7.69)

QReQ

7.2 p syntese

I forbindelse med regulator design kan overfgringsfunktionen Fj(N, K) fra [w,d'|T to [z,€']T
opdeles som:
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Bemeerk, at Fj(N(s), K(s)) = P(s). Hvis vi anvender Setning 7.3 pa side 82, ses det, at en no-
minelt stabiliserende regulator K (s) giver robust ydeevne, hvis og kun hvis den strukturerede
singuleerveerdi p for hver frekvens w € [0, 00|, opfylder:

pa (Fi(N(jw), K(jw))) <1 (7.70)

Ergo kan det optimale robust ydeevne problem formuleres som:

K(s) =arg min_[lug (AN (). K@) (r.71)

hvor Kg er maengden af alle nominelt stabiliserende regulatorer.

7.2.1 Kompleks pu syntese — D-K iteration

Desveerre kan optimeringen (7.71) pa denne side ikke evalueres direkte af den simple grund,
at vi ikke kan udregne p eksakt. I stedet kan vi formulere et gvre graense problem. For rent
komplekse perturbationer bliver gvre graense problemet givet ved:

K(s)=arg min sup inf {5(D(w)F(N(jw),K(w) D '(w)} (7.72)

Uheldigvis er der endnu ikke fundet en lgsning p& minimeringsproblemet (7.72) p& denne
side. Den praktiske tilgangsvinkel til problemet er derfor fglgende iterative proces. For en
givet regulator K(s) er det at bestemme D(w) ved et givet antal frekvens punkter w netop
lig med kompleks u gvre greense problemet, som har en kendt lgsning. Nar vi har fundet disse
skaleringer kan vi fitte en stabil overforingsfunktion D(s) til dem saledes at D(jw) tilnsermer
D(w) for alle frekvenser w. Vi kan tilmed krzeve, at D(s) er minimum-fase (saledes, at D~!(s)
ogsé er stabil) idet fasen af D(s) absorberes i de komplekse perturbationer. Med andre ord:
Vi behgves kun at fitte amplituden af D(jw).

For givne skaleringsmatricer D(s) er problemet at finde en regulator K(s), der minimerer
normen|| F;(D(s)N(s)D~(s), K(s))||#., et standard H, problem, som vi har givet lgsningen
til i Seetning 6.1 pa side 65. Vi kan da finde D-skaleringer givet den nye regulator og starte
forfra. Hvis denne iteration (kendt som D-K iteration) konvergerer mod en fast regulator, er
denne et godt bud pa den p-optimale regulator. Selvom beregningen af D-skaleringerne og
den optimale H o, regulator begge er konvekse problemer er D-K iteration ikke samlet konveks
i badde D(s) og K(s). Saledes kan vi ikke garantere konvergens. Imidlertid viser numerisk
erfaring, at D-K iteration virker godt i praksis. D-K proceduren kan formuleres som:

Procedure 7.1 (D-K iteration)
1. Givet et udvidet system N(s), lad i =1 og D} (w) = I,Vw.

2. Fit en stabil minimum-fase overforingsmatriz D;(s) til de punktvise skaleringer D} (w).
Udvid D;(s) med en enhedsmatriz siledes at D;(s) passer med N(s). Konstruer systemet
Np,(s) = Di(s)N(s)D; ().

3. Find den Hoo optimale regulator K;(s):
Ki(s) = arg _min [|Fy(Np,(s), K(s))ll5,, (7.73)

K(s)eEKgs
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4. Find de nye skaleringer D}, | (w), der lgser det komplekse p gvre grense problem:

D}, (w) = arg D{B)igD {6 (D(w)Fl(N(jw), Ki(jw))Dfl(w))} (7.74)

for hver frekvens w.

5. Sammenlign D}, | (w) og D} (w). Stop, hvis de “tet” pd hinanden (i storrelse). Ellers lad
1 =1+ 1 og gentag iterationen fra punkt 2.

Bemerk, at vi anvender Ho, lgsningen til at finde regulatoren i step 3. K-steppet i D-K
iteration kan illustreres som i Figur 7.5.

A(s)
e N _Di_(s)_l
| |
: Dz-_l(s) D;(s) :
| ¥ |
T Inu Iny I
o J

Ki(s)

Figur 7.5: K-step @ D-K iteration. n, og ny er, respektivt, antallet af styrbare input og regu-
lerede output (fejlsignaler).

Med MATLAB p-Analysis and Synthesis Toolboz eksisterer der nu kommercielt tilgengeligt
software, som understgtter kompleks u-syntese ved D-K iteration. Proceduren 7.1 pa foregé-
ende side kan forholdsvist let implementeres ved hjelp af toolboxen, men i det nuvaerende
udgave af toolboxen (Version 2.0), er gentagne skalzre blokke ikke understgttet. Bemeerk, at
for gentagne skalere blokke er D-skaleringen er fuld matrix, og antallet af SISO overfgrings-
funktioner, der skal tilpasses stiger derfor kraftigt.

Blandet p-syntese er langt mere indviklet end det rent komplekse problem, og i den nuvaerende
udgave af p-toolboxen er det da heller ikke understgttet. Imidlertid er der for nyligt foreslaet
flere algoritmer til blandet u-syntese, se f.eks. [You93, TC96|, og det siges, at den naeste
version af p-toolboxen vil indeholde funktioner til dette.
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