
Kapitel 7Robust regulator design med �Der er to væsentlige begrænsninger i forbindelse med anvendelsen af H1 teori til regulator-design. For det første kan vi kun analysere fuldt komplekse perturbationer �(s) 2 Cn�mikke-konservativt i en H1 robust stabilitetstest. For det andet kan robust ydeevne problemetkun håndteres konservativt selv for fuldt komplekse perturbationer fordi stabilitet og ydeevneikke kan separeres i H1 strukturen. Konservatismen afhænger af usikkerhedsstrukturen samtaf systemets konditionstal �. I dette kapitel vil vi vise at disse begrænsninger kan undgås,hvis vi benytter den strukturerede singulærværdi �.Vi vil først betragte analyseproblemet, dvs. hvordan man, givet en regulator K(s), checkerfor robust stabilitet og robust ydeevne ved hjælp af �. Derefter vil synteseproblemet blivebehandlet, dvs. hvordan �nder vi en regulator, der er optimal med hensyn til �.7.1 � analyse7.1.1 Robust stabilitetVi vil betragte reguleringsproblemer, der kan repræsenteres i blok diagram strukturen vist iFigur 7.1. Denne struktur vil vi benævne N�K-strukturen.
K(s)N(s)- �u(s) y(s)
�(s) �-w(s) z(s)

Figur 7.1: N�K formulering af robust stabilitetsproblem.75



Side 76 af 90Ligheden mellem N�K og 2 � 2 blok strukturen er indlysende. Nu vil vi imidlertid ikkebegrænse �(s) til at være en fuld kompleks blok. I stedet antages det at �(s) har en bestemtblok-diagonal struktur. Antag nemlig, at �(s) tilhører den begrænsede delmængde:B� = f�(s) 2� j��(�(j!)) < 1g (7.1)hvor � er de�neret som:� = �diag ��r1Ir1 ; � � � ; �rmrIrmr ; �c1Irmr+1 ; � � � ; �cmcIrmr+mc ;�1; � � � ;�mC� j�ri 2 R; �ci 2 C;�i 2 Crmr+mc+i�rmr+mc+i	 (7.2)Vi betragter således reelle og komplekse perturbationer, som påvirker det nominelle systemgennem N�K strukturen. Meget generelle robust stabilitetsproblemer kan formuleres gennemdenne struktur, bl.a. parametrisk usikkerhed, se Eksempel 7.1. Det er klart, at blok-diagonalstrukturen på �(s) tillader os at anvende meget mere detaljerede usikkerhedsmodeller, endhvis �(s) simpelthen er én fuld kompleks blok. Bemærk, at en fuld kompleks blok selvfølgeligblot er et specialtilfælde af mængden �.Eksempel 7.1 (Diagonal perturbationsformulering I)Dette eksempel er en let modi�ceret udgave af et eksempel givet i [Hol94]. Antag, at systemetG(s) er givet ved: G(s) = ��s+ 1 (7.3)hvor DC forstærkningen � og tidskonstanten � kun kendes med 10% usikkerhed:� = [27:0; 33:0]; � = [0:9; 1:1] (7.4)Vi vil udtrykke � og � ved deres nominelle værdi samt to perturbationer �� og �� for hvilkej��;�j � 1. Dette kan f.eks. opnås med:� = 30�1 + 110��� (7.5)� = 1:0�1 + 110��� (7.6)hvor �� 2 [�1;+1]; �� 2 [�1;+1] (7.7)Lad B� betegne mængden [�1;+1]. Så kan overføringsfunktionen G(s) skrives:G(s) = 30 (1 + 0:1��)(1 + 0:1��) s+ 1 (7.8)med ��;�� 2 B� (7.9)På blok-diagram form kan G(s) repræsenteres som i Figur 7.2 på næste side.Robust Procesregulering



Side 77 af 90
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Figur 7.2: Eksempel 7.1: Blok-diagram repræsentation af G(s).For at bestemme N�K formuleringen fjernes � blokkene i Figure 7.2 og overføringsfunktio-nerne fra de tre input i�(s), i�(s) og u(s) til de tre output o�(s), o�(s) og y(s) bestemmes.Standard blok-diagram manipulering giver på matrix form:24 o�(s)o�(s)y(s) 35 = 264 0 � 3010(s+1) 3010(s+1)0 � s10(s+1) s10(s+1)1 � 30s+1 30s+1 37524 i�(s)i�(s)u(s) 35 (7.10)Usikkerhedsblokkene er givet ved:� i�(s)i�(s) � = � ��o�(s)��o�(s) � = � �� 00 �� � � o�(s)o�(s) � (7.11)Lad herefter w(s), z(s), N(s) og �(s) være givet ved:w(s) = � i�(s)i�(s) � (7.12)z(s) = � o�(s)o�(s) � (7.13)N(s) = 264 0 � 3010(s+1) 3010(s+1)0 � s10(s+1) s10(s+1)1 � 30s+1 30s+1 375 (7.14)�(s) = diag f��;��g = � �� 00 �� � (7.15)Det perturberede system er nu beskrevet ved:� z(s)y(s) � = N(s) � w(s)u(s) � (7.16)w(s) = �(s)z(s) (7.17)og kan umiddelbart puttes ind i N�K strukturen.Robust Procesregulering



Side 78 af 90Eksempel 7.2 (Diagonal perturbationsformulering II)Lad os herefter betragte et standard anden ordens system:G(s) = �!2ns2 + 2�!n + !2n (7.18)Antag at forstærkningen �, dæmpningsfaktoren � samt egensvingningsfrekvensen !n ikke erkendt med fuldstændig nøjagtighed, men kun således at� = �o(1 + ����) (7.19)� = �o(1 + ����) (7.20)!n = !no(1 + �!�!) (7.21)hvor ��;�� ;�! 2 B� B� = [�1;+1] (7.22)�o, �o og !no er således de nominelle værdier og ��, �� og �! den relative usikkerhed.En overføringsfunktionsrepræsentation af G(s) er givet i Figur 7.3 på den følgende side. Grun-det den øgede kompleksitet i forhold til 1. ordens systemet i Eksempel 7.1 på side 76 er detfordelagtigt at arbejde med tilstandsrepræsentationer. De�nér tilstandene som:x1 = _y; x2 = y (7.23)Det kan da vises, at en tilstandsrepræsentation for G(s) er givet ved:
N(s) = � A BC D � = 266666666664

�2�o!no �!2no !2no !no 11 0 0 0 00 0 0 0 0�2�!�o ��!!no �!!no 0 0�2�!�o!no ��!!2no �!!2no �!!no 0�!!�1no 0 0 0 02���o!�1no 0 0 0 00 1 0 0 02�o!2no �!2no �!2no0 0 00 0 ���2�!�o!no ��!!no �!�!no2�!�o!2no ��!!2no �!�!2no�! 0 0�2���o 0 00 0 0
377777777775 (7.24)

Idet vi herefter går frem som i Eksempel 7.1 på side 76, de�nérw(s) = � i1(s) i2(s) i3(s) i4(s) i5(s) �T (7.25)z(s) = � o1(s) o2(s) o3(s) o4(s) o5(s) �T (7.26)�(s) = diag f��;�!;�!;�!;��g (7.27)Robust Procesregulering



Side79af90

- �o - �� - �� ?- - - !no - �! - �! ?- - !no - �! - �! ?- - s�1 - s�1 -
�!�1no�?�o - �! - �!��� ����?��66

�
�

��
��

y(s)i4(s)o4(s)o5(s)i5(s)
o2(s) i2(s) o3(s) i3(s)�i1(s)o1(s)u(s)

Figur 7.3: Perturberet anden ordens system på overføringsfunktionform.
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Side 80 af 90Så er det perturberede 2. ordens system givet ved:� z(s)y(s) � = N(s) � w(s)u(s) � (7.28)w(s) = �(s)z(s) (7.29)og kan umiddelbart puttes ind i N�K strukturen. Bemærk, at i dette tilfælde indeholderblokstrukturen for �(s) gentagne skalære blokke:� = 24 �1 0 00 �2I3�3 00 0 �3 35 (7.30)Generelt kan der for et vilkårligt usikkert system opstilles adskillige ækvivalente N�K formu-leringer, der kan indeholde forskellige �(s) strukturer. Det kan være vanskeligt at bestemmeen minimal formulering, hvor størrelsen af �(s) er mindst mulig.Som illustreret gennem de to ovenstående eksempler kan meget strukturerede usikkerhedsmo-deller repræsenteres i N�K strukturen. Desværre kan ekstraktionen af usikkerhedsblokkeneinvolvere en del kedsommeligt algebra. Heldigvis �ndes der, iMatLab �-Toolboxen, en megethandy m-funktion (sysic.m), der kan automatisere denne proces.Dynamisk usikkerhed kan også inkluderes gennem komplekse blokke af passende størrelse.Lad nu Fl(N(s);K(s)) = P (s) betegne overføringsfunktionen opnået ved at lukke den nederstesløjfe i Figur 7.1 på side 75. P (s) er den generaliserede lukket-sløjfe overføringsfunktion og ergivet ved: P (s) = Fl(N(s);K(s)) (7.31)= N11(s) +N12(s)K(s) (I �N22(s)K(s))�1N21(s) (7.32)Robust stabilitet givet en struktureret usikkerhed �(s) 2 B� er da bestemt ved den følgendesætning, som er en generalisering afH1 robust stabilitetsætningen (se Sætning 5.2 på side 51).Sætning 7.1 Antag, at systemet P (s) er stabilt, samt at perturbationen �(s) er af en sådanform, at den perturberede lukket-sløjfe er stabil hvis og kun hvis Nyquist kurven for det(I �P (s)�(s)) ikke omslutter origo. Så er lukket-sløjfen i Figur 7.1 på side 75 stabil for samtligeperturbationer �(s) 2 B� hvis og kun hvisdet(I � P (j!)�(j!)) 6= 0 8!, 8�(j!) 2 B� (7.33), �(P (j!)�(j!)) < 1 8!, 8�(j!) 2 B� (7.34)( ��(P (j!)) < 1 8! (7.35)Bevis for Sætning 7.1 Beviset følger umiddelbart af H1 robust stabilitetsætningen, Sætning 5.2på side 51 med �(s) 2 B�.Bemærk, at (7.35) kun er en tilstrækkelig betingelse for robust stabilitet. Nødvendighedenaf den tilsvarende betingelse for ustrukturerede usikkerheder følger af det faktum, at denustrukturerede mængde indeholder alle �(s) med ��(�(j!)) � 1. Nu begrænser vi imidler-tid perturbationsmængden til �(s) 2 B� og derfor er betingelsen (7.35) generelt arbitrærtRobust Procesregulering



Side 81 af 90konservativ. I stedet for en singulærværdi robust stabilitetsbetingelse har vi brug for noget,der taget hensyn til strukturen af perturbationen �(s). Dette er præcist den struktureredesingulærværdi �.Givet en matrix P 2 Cn�m er den positive reelle funktion � de�neret ved:��(P ) 4= 1minf��(�) : � 2�;det(I � P�) = 0g (7.36)undtagen hvis ingen � 2 � gør I � P� singulær (det(I � P�) = 0); i dette tilfælde er��(P ) = 0. Ergo er 1=��(P ) �størrelsen� af den mindste perturbation �, målt ved densstørste singulærværdi ��(�), som gør I �P� singulær. Hvis P (s) er en overføringsmatrix kanvi fortolke 1=��(P (j!)) som størrelsen af den mindste perturbation, der �ytter de karakte-ristiske loci for P (s) over i Nyquist punktet (�1; 0) ved frekvensen !.Fra de�nitionen af � samt Sætning 7.1 på foregående side kan vi nu opstille følgende sætningfor bestemmelse af robust stabilitet, se også [DP87, PD93]:Sætning 7.2 (Robust stabilitet med �) Antag, at systemet P (s) er stabilt, samt at per-turbationen �(s) er af en sådan form, at den perturberede lukket-sløjfe er stabil hvis og kunhvis Nyquist kurven for det(I�P (s)�(s)) ikke omslutter origo. Så er lukket-sløjfen i Figur 7.1på side 75 stabil for samtlige perturbationer �(s) 2 B� hvis og kun hvisk�� (P (s))k1 � 1 (7.37)hvor: k�� (P (s))k1 4= sup! �� (P (j!)) (7.38)7.1.2 Robust ydeevneFor at kunne analysere for robust ydeevne inkluderer vi de normaliserede externe forstyrrel-ser d0(s) samt de normaliserede fejlsignaler e0(s) i N�K formuleringen. Vi kan da opstille etgenerelt værktøj til analyse og design af lineære systemer, se Figur 7.4 på næste side. En-hver lineær kombination af kontrol input u, målte output y, forstyrrelser d0, fejlsignaler e0,perturbationer w samt regulator K kan beskrives ved hjælp af dette �generiske� system.Inden for dette system kan analyse og design ses som 2 specialtilfælde, se Figur 7.4 på denfølgende side. Som ved 2 � 2 blok problemet er skaleringer og vægtfunktioner absorberet ioverføringsfunktionen N(s), således at d0(s), e0(s) og �(s) er normaliseret til norm 1. Bemærk,at hvis vi opdeler P (s) i 4 blokke, der er konsistente med dimensionen af de 2 input w og d0samt de 2 output z og e0 kan vi identi�cere P11(s) som overføringsmatricen P (s) i Sætning 7.2.I forbindelse med analyse af robust ydeevne er vi interesseret i overføringsfunktionen fra d0(s)til e0(s). Denne overføringsfunktion er givet ved:e0(s) = Fu(P (s);�(s))d0(s) (7.39)= hP22(s) + P21(s)�(s) (I � P11(s)�(s))�1 P12(s)i d0(s) (7.40)I (7.40) er P22(s) den vægtede nominelle ydeevne funktion (typisk output sensitiviteten),hvorfor Fu(P (s);�(s)) således er den vægtede perturberede ydeevne funktion. Vores robusteRobust Procesregulering



Side 82 af 90

P-- � � -d0 e0
Analyse

KN--- --�wd0 u y ze0SynteseKN-- -�d0 u y e0� �-
w z

w zGenerel formulering
	 R

Figur 7.4: Et generelt værktøj for analyse samt regulatordesign for lineære systemer.ydeevnemål kan nu formuleres fra Ligning (7.40) på forrige side som:kFu(P (s);�(s))kH1 = sup! �� (Fu(P (j!);�(j!))) < 1 8�(j!) 2 B� (7.41)Bemærk, at vores betingelse for robust ydeevne er udtrykt som en singulærværdi begræns-ning, ligedan med en robust stabilitetsbetingelse for ustruktureret usikkerhed. Vi kan der-for konkludere, at den robuste ydeevne-betingelse (7.41) er opfyldt, hvis og kun hvis sy-stemet Fu(P (s);�(s)) er robust stabilt overfor en normbegrænset perturbation �p(s) med��(�p(j!)) � 1, 8!. Ergo, ved at udvide perturbationsstrukturen med en fuld kompleks�ydeevne-blok� �p(s) kan vi checke for robust ydeevne gennem en ustruktureret robust sta-bilitetsbetingelse. Endvidere kan denne udvidelse af perturbationsstrukturen foretages heltnaturligt med �, fordi den tilladte struktur netop er blok-diagonal.Vi har nu den følgende sætning til vurdering af robust ydeevne, se også [DP87, PD93]:Sætning 7.3 (Robust ydeevne med �) Lad ydeevnekrav være givet gennem en H1 spe-ci�kation på overføringsmatricen fra d0(s) til e0(s) � typisk en vægtet sensitivitets-speci�kation� af formen: kFu(P (s);�(s))kH1 = sup! �� (Fu(P (j!);�(j!))) < 1 (7.42)Så er den perturberede lukketsløjfe Fu(P (s);�(s)) stabil og opfylder ydeevne-speci�kationenkFu(P (s);�(s))kH1 < 1, 8�(s) 2 B� hvis og kun hvis:

� ~�(P (s))

1 � 1 (7.43)hvor perturbationsstrukturen er udvidet med en fuld kompleks ydeevne-blok:~� = ndiag (�;�p) ���� 2�;�p 2 Ck�ko (7.44)Robust Procesregulering



Side 83 af 90Sætning 7.3 er en af grundene til, at det er populært at måle ydeevne ved hjælp afH1-normen.Hvis usikkerheden begrænses ved den største singulærværdi, er det nemlig muligt, gennem �,at checke for robust stabilitet og robust ydeevne på en ikke-konservativ måde. Hvis modelusik-kerheden er modelleret præcist, dvs. hvis alle systemer G�(s) 2 G kan optræde i praksis, så er� betingelsen for robust ydeevne både nødvendig og tilstrækkelig. Altså giver � sætningernemindre konservative betingelser for robust ydeevne sammenlignet med de tilsvarende H1betingelser. Stabilitet og ydeevne kan separeres, langt mere detaljerede usikkerhedsbeskrivel-ser kan formuleres på grund af den diagonale struktur på � og vi opnår ikke-konservativebetingelser for robust ydeevne selv for dårligt konditionerede systemer (�(G(j!)) � 1).Ligning (7.43) på foregående side giver en simpel test for robust ydeevne. Hvis vi plotter� ~�(P (j!)) mod frekvens er det nemt at checke hvorvidt betingelsen (7.43) i Sætning 7.3 påforrige side er opfyldt.Idet �1 = diagf�; 0g og �2 = diagf0;�pg er specialtilfælde af den generelle struktur � 2 ~�er det klart at:� ~�(P (j!)) � maxf��(P11(j!)); ��p(P22(j!)) = ��(P22(j!))g (7.45)hvilket betyder, at en nødvendig betingelse for robust ydeevne er, at lukket-sløjfen er robuststabil samt, at det nominelle system opfylder ydeevne kravene.7.1.3 Beregning af �Som illustreret overfor er � et meget nyttigt værktøj til bestemmelse af robust stabilitet ogydeevne i forbindelse med både struktureret og ustruktureret usikkerhed. Desværre er selveudregningen af � et meget kompliceret problem, som der ikke �ndes nogen generel matematiskløsning på. Problemet er, at Ligning (7.36) på side 81 ikke direkte kan bruges til udregning af �,fordi optimeringsproblemet generelt har �ere lokale maksima [DP87, FTD91]. Imidlertid kan viudlede øvre og nedre grænser for � både for rent komplekse perturbationsmængder (mr = 0i Ligning (7.2) på side 76) samt for blandede reelle og komplekse perturbationsmængder.Algoritmer til beregning af disse grænser var genstand for intens forskning i begyndelsenaf 1990'erne, se bl.a. [DP87, YND91]. I det følgende vil vi kort redegøre for nogle af dissegrænser. For ikke at gøre notationen mere indviklet end højst nødvendigt vil vi antage, at detgeneraliserede system P (s) er kvadratisk, P (s) 2 Cn�n.7.1.3.1 � med komplekse perturbationerLad os først betragte beregning af �, når perturbationsstrukturen udelukkende består afkomplekse blokke, dvs. mr = 0 i (7.2) på side 76. Det kan da rimeligt nemt vises, at ��(P )er givet ved standardfunktioner, når � er et af de følgende 2 mængder, se f.eks. [ZDG96]:� Hvis � = f�cIn j�c 2 Cg (mr = 0, mc = 1, mC = 0 i (7.2)), så er ��(P ) = �(P ),spektral radius af P (den numerisk største egenværdi af P , �(P ) = maxi j�i(P )j).� Hvis � = f� j� 2 Cn�ng (mr = 0, mc = 0, mC = 1 i (7.2)), så er ��(P ) = ��(P ), denstørste singulærværdi.For en generel kompleks perturbation � gælder atf�cIn j�c 2 Cg �� � �� ��� 2 Cn�n	 (7.46)Robust Procesregulering



Side 84 af 90Derfor gælder det, at: �(P ) � ��(P ) � ��(P ) (7.47)Imidlertid er disse grænser utilstrækkelige, idet forskellen imellem �(P ) og ��(P ) kan værevilkårlig stor. Ergo må grænserne i Ligning (7.47) for�nes. Dette kan gøres gennem trans-formationer af P som ikke påvirker ��(P ) men derimod modi�cerer �(P ) og ��(P ). De�nérfølgende delmængder af Cn�n:Q = nQ 2� ���mr = 0; �c�i �ci = 1;��i�i = Irmc+io (7.48)D = ndiag�D1; � � � ;Dmc ; d1Irmc+1 ; � � � ; dmC Irmc+mC���Di 2 Cri�ri ;D�i = Di > 0; di 2 R; di > 0	 (7.49)Det kan nu vises, se f.eks. det originale paper om � af Doyle [Doy82], at for enhver � 2 �(for hvilken mr = 0), Q 2 Q og D 2 D gælder der, at:Q� 2 Q; Q� 2�; �Q 2�; ��(Q�) = ��(�Q) = ��(�); (7.50)D� = �D (7.51)Fra (7.50) og (7.51) kan den følgende sætning udledes.Sætning 7.4 (Øvre og nedre grænser for �) For alle Q 2 Q og D 2 D gælder��(PQ) = ��(QP ) = ��(P ) = ��(DPD�1) (7.52)Ergo kan grænserne i Ligning (7.47) forbedres til:maxQ2Q �(QP ) � ��(P ) � infD2D ��(DPD�1) (7.53)Den nedre grænse maxQ2Q �(QP ) er i virkeligheden en identitet (maxQ2Q �(QP ) = ��(P )),men desværre er funktionen �(QP ) ikke konveks, men har generelt adskillige lokale maksima.Således kan en numerisk søgealgoritme ikke garantere at �nde �, men kun give en nedregrænse. På den anden side er udregningen af den øvre grænse et konvekst problem, hvorfordet globale minimum infD2D ��(DPD�1) i princippet altid kan bestemmes. Desværre er denøvre grænse ikke altid lig med �. Det kan vises, at for specielt simple perturbationsstrukturer,nemlig for mr = 0 og 2mc + mC � 3, er den øvre grænse altid lig med �. For strukturermed 2mc + mC > 3 vil der imidlertid for de �este matricer P , gælde at � er mindre endinfD2D ��(DPD�1). Numerisk erfaring med den øvre grænse indikerer på den anden side, atselv for 2mc +mC > 3 er den øvre grænse normalt ikke specielt konservativ.MedMatLab �-Analysis and Synthesis Toolboxen [BDG+93] eksisterer der idag kommercielttilgængeligt software, der kan beregne grænserne i Sætning 7.4. I forbindelse med praktiskregulator design (i det mindste for rent komplekse perturbationer) synes de matematiskeproblemer forbundet med udregningen af � derfor at være forholdsvis teoretiske.
Robust Procesregulering



Side 85 af 907.1.3.2 � med blandede perturbationerLøsningen af det blandede1 � problem har været genstand for intensiv forskning gennem desidste 10 år, se f.eks. [FTD91, YND91, YND92, You93]. Vi vil ikke behandle beregningen afgrænserne for blandet � i detaljer i denne note (en reference er [You93]), men blot give nogleaf de vigtigste resultater. Lad os de�nere følgende mængder:Q = nQ 2� ����ri 2 [�1; 1]; �c�i �ci = 1;��i�i = Irmr+mc+io (7.54)D = �diag �D1; � � � ;Dmr+mc ; d1Irmr+mc+1 ; � � � ; dmC Irm���Di 2 Cri�ri ;D�i = Di > 0; di 2 R; di > 0	 (7.55)G = �diag �G1; � � � ; Gmr ; Ormr+1 ; � � � ; Orm� ��Gi 2 Cri�ri ; Gi = G�i 	 (7.56)D̂ = �diag �D1; � � � ;Dmr+mc ; d1Irmr+mc+1 ; � � � ; dmC Irm���Di 2 Cri�ri ;det(Di) 6= 0; di 2 C; di 6= 0	 (7.57)Ĝ = fdiag (g1; � � � ; gnr ; Onc) jgi 2 Rg (7.58)hvor rm = rmr+mc+mC , nr = Pmri=1 ri og nc = n� nr. Bemærk, at for overensstemmelse medP (s) må vi have, at Pmi=1 ri = n.Vi har da følgende øvre og nedre grænser for blandet �:Sætning 7.5 (Øvre og nedre grænser for blandet � [FTD91]) Lad ��R være den stør-ste reelle egenværdi og lad �R(P ) være den reelle spektral radius af P :�R(P ) 4= max fj�R(P )j : �R(P ) er en reel egenværdi af Pg (7.59)Hvis P ikke har nogen reelle egenværdier er �R(P ) = 0. Antag endvidere, at �� er resultatetaf minimeringsproblemet:�� = infD2D;G2Gmin�2R �� ����R (P �DP + j (GP � P �G)� �D) � 0	 (7.60)Så er: �R(P ) � ��(P ) �pmax(0; ��) (7.61)Bemærk, at beregningen af den øvre grænse (7.60) involverer en Lineær Matrix Ulighed (LMI).Der eksisterer forskellige numeriske metoder til at tackle sådanne minimeringer. Imidlertidkræver dette, selv for forholdsvis begrænsede problemer (n � 100), optimering over skaleringerD og G, som kan indeholde adskillige tusinde parametre. Behandlingen af sådanne problemermed fornuftige udregningstider kræver derfor, at selve strukturen af det blandede � problemudnyttes i højere grad, se f.eks. [YND92]. Forskellige reformuleringer af øvre grænse problemeter givet i Sætning 7.6 på næste side.1Vi vil ofte referere til det blandede reelle og komplekse � problem simpelthen som det blandede � problem.Robust Procesregulering



Side 86 af 90Sætning 7.6 (Reformulering af blandet � øvre grænse) Antag, at vi har en matrixP 2 Cn�n samt en reel positiv skalar � > 0. Lad endvidere for ethvert D 2 Cn�n,PD = DPD�1. Så er følgende ækvivalent:1. Der eksisterer matricer D1 2 D og G1 2 G således, at:��R �P �D1P + j(G1P � P �G1)� �2D1� � 0 (7.62)2. Der eksisterer matricer D2 2 D og G2 2 G (eller D2 2 D̂ og G2 2 Ĝ) således, at:��R �P �D2PD2 + j(G2PD2 � P �D2G2)� � �2 (7.63)3. Der eksisterer matricer D3 2 D og G3 2 G (eller D3 2 D̂ og G3 2 Ĝ) således, at:�� ��PD3� � jG3��I +G23�� 12� � 1 (7.64)4. Der eksisterer matricer D4 2 D og G4 2 G (eller D4 2 D̂ og G4 2 Ĝ) således, at:�� ��I +G24�� 14 �PD4� � jG4��I +G24�� 14 � � 1 (7.65)Bevis for Sætning 7.6 kan �ndes i [You93]. Ved at anvende Sætning 7.6 kan vi nemt �ndealternative formuleringer for den blandede � øvre grænse. For eksempel er den øvre grænse,der er implementeret i MatLab � toolboxen udledt af Ligning (7.65). De�nér �� som:�� = inf�2R+;G2Ĝ;D2D̂ f� j�� (PDG) � 1g (7.66)hvor PDG er givet som:PDG = �I +G2�� 14 �DPD�1� � jG��I +G2�� 14 (7.67)Så er maxQ2Q �(QP ) � ��(P ) � �� (7.68)7.2 � synteseI forbindelse med regulator design kan overføringsfunktionen Fl(N;K) fra [w; d0]T to [z; e0]Topdeles som:� z(s)e0(s) � = Fl(N(s);K(s)) � w(s)d0(s) � =hN11(s) +N12(s)K(s) (I �N22(s)K(s))�1N21(s)i � w(s)d0(s) � (7.69)Robust Procesregulering



Side 87 af 90Bemærk, at Fl(N(s);K(s)) = P (s). Hvis vi anvender Sætning 7.3 på side 82, ses det, at en no-minelt stabiliserende regulator K(s) giver robust ydeevne, hvis og kun hvis den struktureredesingulærværdi � for hver frekvens ! 2 [0;1], opfylder:� ~� (Fl(N(j!);K(j!))) < 1 (7.70)Ergo kan det optimale robust ydeevne problem formuleres som:K(s) = arg minK(s)2KS 

� ~� (Fl(N(s);K(s)))

1 (7.71)hvor KS er mængden af alle nominelt stabiliserende regulatorer.7.2.1 Kompleks � syntese � D-K iterationDesværre kan optimeringen (7.71) på denne side ikke evalueres direkte af den simple grund,at vi ikke kan udregne � eksakt. I stedet kan vi formulere et øvre grænse problem. For rentkomplekse perturbationer bliver øvre grænse problemet givet ved:K(s) = arg minK(j!)2KS sup! infD(!)2D ��� �D(!)Fl (N(j!);K(j!))D�1(!)�	 (7.72)Uheldigvis er der endnu ikke fundet en løsning på minimeringsproblemet (7.72) på denneside. Den praktiske tilgangsvinkel til problemet er derfor følgende iterative proces. For engivet regulator K(s) er det at bestemme D(!) ved et givet antal frekvens punkter ! netoplig med kompleks � øvre grænse problemet, som har en kendt løsning. Når vi har fundet disseskaleringer kan vi �tte en stabil overføringsfunktion D(s) til dem således at D(j!) tilnærmerD(!) for alle frekvenser !. Vi kan tilmed kræve, at D(s) er minimum-fase (således, at D�1(s)også er stabil) idet fasen af D(s) absorberes i de komplekse perturbationer. Med andre ord:Vi behøves kun at �tte amplituden af D(j!).For givne skaleringsmatricer D(s) er problemet at �nde en regulator K(s), der minimerernormenkFl(D(s)N(s)D�1(s);K(s))kH1 et standard H1 problem, som vi har givet løsningentil i Sætning 6.1 på side 65. Vi kan da �nde D-skaleringer givet den nye regulator og starteforfra. Hvis denne iteration (kendt som D-K iteration) konvergerer mod en fast regulator, erdenne et godt bud på den �-optimale regulator. Selvom beregningen af D-skaleringerne ogden optimale H1 regulator begge er konvekse problemer er D-K iteration ikke samlet konveksi både D(s) og K(s). Således kan vi ikke garantere konvergens. Imidlertid viser numeriskerfaring, at D-K iteration virker godt i praksis. D-K proceduren kan formuleres som:Procedure 7.1 (D-K iteration)1. Givet et udvidet system N(s), lad i = 1 og D?i (!) = I;8!.2. Fit en stabil minimum-fase overføringsmatrix Di(s) til de punktvise skaleringer D?i (!).Udvid Di(s) med en enhedsmatrix således at Di(s) passer med N(s). Konstruer systemetNDi(s) = Di(s)N(s)D�1i (s).3. Find den H1 optimale regulator Ki(s):Ki(s) = arg minK(s)2KS kFl(NDi(s);K(s))kH1 (7.73)Robust Procesregulering



Side 88 af 904. Find de nye skaleringer D?i+1(!), der løser det komplekse � øvre grænse problem:D?i+1(!) = arg minD(!)2D ��� �D(!)Fl(N(j!);Ki(j!))D�1(!)�	 (7.74)for hver frekvens !.5. Sammenlign D?i+1(!) og D?i (!). Stop, hvis de �tæt� på hinanden (i størrelse). Ellers ladi = i+ 1 og gentag iterationen fra punkt 2.Bemærk, at vi anvender H1 løsningen til at �nde regulatoren i step 3. K-steppet i D-Kiteration kan illustreres som i Figur 7.5.
--D�1i (s)Inu -- N(s) --Di(s) Iny

~�(s)�
Ki(s)�

NDi(s)

Figur 7.5: K-step i D-K iteration. nu og ny er, respektivt, antallet af styrbare input og regu-lerede output (fejlsignaler).Med MatLab �-Analysis and Synthesis Toolbox eksisterer der nu kommercielt tilgængeligtsoftware, som understøtter kompleks �-syntese ved D-K iteration. Proceduren 7.1 på foregå-ende side kan forholdsvist let implementeres ved hjælp af toolboxen, men i det nuværendeudgave af toolboxen (Version 2.0), er gentagne skalære blokke ikke understøttet. Bemærk, atfor gentagne skalære blokke er D-skaleringen er fuld matrix, og antallet af SISO overførings-funktioner, der skal tilpasses stiger derfor kraftigt.Blandet �-syntese er langt mere indviklet end det rent komplekse problem, og i den nuværendeudgave af �-toolboxen er det da heller ikke understøttet. Imidlertid er der for nyligt foreslået�ere algoritmer til blandet �-syntese, se f.eks. [You93, TC96], og det siges, at den næsteversion af �-toolboxen vil indeholde funktioner til dette.
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