Kapitel 7

Robust regulator design med pu

Der er to vaesentlige begraensninger i forbindelse med anvendelsen af H, teori til regulator-
design. For det fgrste kan vi kun analysere fuldt komplekse perturbationer A(s) € C"*™
ikke-konservativt i en H, robust stabilitetstest. For det andet kan robust ydeevne problemet
kun héandteres konservativt selv for fuldt komplekse perturbationer fordi stabilitet og ydeevne
ikke kan separeres i H o, strukturen. Konservatismen afthaenger af usikkerhedsstrukturen samt
af systemets konditionstal x. I dette kapitel vil vi vise at disse begreensninger kan undgas,
hvis vi benytter den strukturerede singulerverdi p.

Vi vil forst betragte analyseproblemet, dvs. hvordan man, givet en regulator K (s), checker
for robust stabilitet og robust ydeevne ved hjelp af pu. Derefter vil synteseproblemet blive
behandlet, dvs. hvordan finder vi en regulator, der er optimal med hensyn til p.

7.1 p analyse

7.1.1 Robust stabilitet

Vi vil betragte reguleringsproblemer, der kan reprasenteres i blok diagram strukturen vist i
Figur 7.1. Denne struktur vil vi bensevne NAK -strukturen.

Figur 7.1: NAK formulering af robust stabilitetsproblem.
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Side 76 af 90

Ligheden mellem NAK og 2 x 2 blok strukturen er indlysende. Nu vil vi imidlertid ikke
begraense A(s) til at veere en fuld kompleks blok. I stedet antages det at A(s) har en bestemt
blok-diagonal struktur. Antag nemlig, at A(s) tilhgrer den begraensede delmangde:

BA ={A(s) e Alg(A(jw)) < 1} (7.1)
hvor A er defineret som:

A= {dlag (5{17'17"' aézlrlrmraéflrmr+1a"' 767?71 aAla"' 7Amc)|

5l € R,0F € C, Ay € ClmrtmetiXImrtmetil  (7)

c Irmr +me

Vi betragter siledes reelle og komplekse perturbationer, som pavirker det nominelle system
gennem NAK strukturen. Meget generelle robust stabilitetsproblemer kan formuleres gennem
denne struktur, bl.a. parametrisk usikkerhed, se Eksempel 7.1. Det er klart, at blok-diagonal
strukturen p& A(s) tillader os at anvende meget mere detaljerede usikkerhedsmodeller, end
hvis A(s) simpelthen er én fuld kompleks blok. Bemark, at en fuld kompleks blok selvfplgelig
blot er et specialtilfeelde af maengden A.

Eksempel 7.1 (Diagonal perturbationsformulering I)
Dette eksempel er en let modificeret udgave af et eksempel givet i [Hol94]. Antag, at systemet
G(s) er givet ved:

(0%

G(s) = 7.3
(5) = 5 (73

hvor DC' forsterkningen « og tidskonstanten (3 kun kendes med 10% usikkerhed:
a =[27.0,33.0], B =10.9,1.1] (7.4)

Vi vil udtrykke o og 3 ved deres nominelle verdi samt to perturbationer A, og Ag for hvilke
|Aq,5| < 1. Dette kan f.eks. opnds med:

1
a =30 (1 + EAQ> (7.5)
1
6=1.0 <1 + EA5> (7.6)
hvor
A, € [-1,41], Ag € [—1,+1] (7.7)

Lad BA betegne mengden [—1,+1]. Sa kan overforingsfunktionen G(s) skrives:

_30(1+40.14A,)
Gls) = (1+0.1A5)s+ 1 (7.8)

med
Ay, Ag € BA (7.9)

Pd blok-diagram form kan G(s) repreesenteres som i Figur 7.2 pd neeste side.
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Figur 7.2: Eksempel 7.1: Blok-diagram representation af G(s).

For at bestemme NAK formuleringen fjernes A blokkene i Figure 7.2 og overforingsfunktio-
nerne fra de tre input io(s), ig(s) og u(s) til de tre output o,(s), 0g(s) og y(s) bestemmes.
Standard blok-diagram manipulering giver pa matrix form:

30 30 .
0a(8) 0 —100+1)  T0(s+1) ia(s)
og(s) | =10 “T0GH) 106G ip(s) (7.10)
y(s) 1 -3 30 ()
Usikkerhedsblokkene er givet ved:
ia(8) ] _ [ Ay04(9) } _ [ A, 0 ] [ 0a($) }
[ is(s) Apog(s) 0 Ag ][ os(s) (7.1)
Lad herefter w(s), z(s), N(s) og A(s) vere givet ved:
_ ia(s)
w(s) = [ i5(s) ] (7.12)
2(s) = [ Oa(s) ] (7.13)
0p(5)
0 _10(111) 10(?;11)
N(s)=| 0 —1o071y o (7.14)
1 _ 30 30
s+1 s+1
A(s) = diag {Aa, Ag} = [ fe Aoﬁ ] (7.15)
Det perturberede system er nu beskrevet ved:
(5) ] _ [ w(s) ]
[ yis) | =V | ) (7.16)
w(s) = A(s)z(s) (7.17)

og kan umiddelbart puttes ind i NAK strukturen.
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Eksempel 7.2 (Diagonal perturbationsformulering IT)
Lad os herefter betragte et standard anden ordens system:

2

n
1
s? + 20wy + wi (7.18)

G(s) =

Antag at forsterkningen o, dempningsfaktoren ¢ samt egensvingningsfrekvensen wy, ikke er
kendt med fuldstendig ngjagtighed, men kun sdledes at

a=a,(l+ daAn) (7.19)
¢ = G114 6eA) (7.20)
wn = wp, (1 +d,A,) (7.21)
hvor
Ag.Ae, Ay, €EBA  BA =[—1;+1] (7.22)

Qo, Co 09 wy, er sdledes de nominelle verdier og 64, d¢ 0g 6, den relative usikkerhed.

En overforingsfunktionsrepresentation af G(s) er givet 1 Figur 7.3 pd den folgende side. Grun-
det den ggede kompleksitet i forhold til 1. ordens systemet i Eksempel 7.1 pd side 76 er det
fordelagtigt at arbejde med tilstandsrepresentationer. Definér tilstandene som:

1 = ya o =Y (723)

Det kan da vises, at en tilstandsrepresentation for G(s) er givet ved:

[ —2(own, —w%o w%o wp, 1
1 0 0 0 0
0 0 0 0 0
N(s) = A|lB | —20,Co  —0uwn, | dwwn, 0 0
| C|D | | —20,Cwn, —5[‘,0.)7210 5ww%o dpwn, 0O
5ww;ol 0 0 0 0
20¢Cowp ! 0 0 0 0
| 0 1 0 0 0
2@},0)%0 —w%o aw%o T
0 0 0
0 0 ady
25w§owno _6wwno 6wawno
25&;(0%210 —(5ww,210 (5wozw7210 (7.24)
0w 0 0
—20¢Co 0 0
0 0 0
Idet vi herefter gar frem som i Eksempel 7.1 pd side 76, definér
w(s) = [ i1(s) da(s) i3(s) ia(s) i5(s) ]T (7.25)
z(s) = [ 01(8) o02(s) o03(s) o04(s) o05(s) ]T (7.26)
A(s) = diag {Aq, A, Ay, Ay, Ak (7.27)
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Sa er det perturberede 2. ordens system givet ved:

y(s) ] =N [ u(s)) ] (7.28)
w(s) = As)(s) (7.29)

o9 kan umiddelbart puttes ind i1 NAK strukturen. Bemcerk, at i dette tilfeelde indeholder
blokstrukturen for A(s) gentagne skalere blokke:

55 0 0
A=|0 6s 0 (7.30)
0 0 4

Generelt kan der for et vilkarligt usikkert system opstilles adskillige ekvivalente NAK formu-
leringer, der kan indeholde forskellige A(s) strukturer. Det kan vere vanskeligt at bestemme
en minimal formulering, hvor storrelsen af A(s) er mindst mulig.

Som illustreret gennem de to ovenstaende eksempler kan meget strukturerede usikkerhedsmo-
deller repraesenteres i NAK strukturen. Desveerre kan ekstraktionen af usikkerhedsblokkene
involvere en del kedsommeligt algebra. Heldigvis findes der, i MATLAB u-Toolboxen, en meget
handy m-funktion (sysic.m), der kan automatisere denne proces.

Dynamisk usikkerhed kan ogsé inkluderes gennem komplekse blokke af passende storrelse.
Lad nu Fj(N(s), K(s)) = P(s) betegne overfgringsfunktionen opnaet ved at lukke den nederste

slgjfe i Figur 7.1 pa side 75. P(s) er den generaliserede lukket-slojfe overforingsfunktion og er
givet ved:

P(s) = Fy(N(s),K(s)) (7.31)
= NH(S) + ng(S)K(S) (I - NQQ(S)K(S))il NQl(S) (732)

Robust stabilitet givet en struktureret usikkerhed A(s) € BA er da bestemt ved den fglgende
seetning, som er en generalisering af H , robust stabilitetssetningen (se Seetning 5.2 pa side 51).

Saetning 7.1 Antag, at systemet P(s) er stabilt, samt at perturbationen A(s) er af en sddan
form, at den perturberede lukket-slgjfe er stabil hvis og kun hvis Nyquist kurven for det(I —
P(s)A(s)) ikke omslutter origo. Si er lukket-slgjfen i Figur 7.1 pd side 75 stabil for samtlige
perturbationer A(s) € BA hvis og kun hvis

det(I — P(jw)A(jw)) #0 Yw, VA(jw) € BA (7.33)
& p(P(jw)A(jw)) < 1 Vw, VA(jw) € BA (7.34)
= 0(P(jw)) < 1 Yw (7.35)

Bevis for Scetning 7.1 Beviset fglger umiddelbart af 7., robust stabilitetseetningen, Seetning 5.2
pa side 51 med A(s) € BA. 0

Bemeerk, at (7.35) kun er en tilstreekkelig betingelse for robust stabilitet. Nodvendigheden
af den tilsvarende betingelse for ustrukturerede usikkerheder fglger af det faktum, at den
ustrukturerede maengde indeholder alle A(s) med 7(A(jw)) < 1. Nu begraenser vi imidler-
tid perturbationsmaengden til A(s) € BA og derfor er betingelsen (7.35) generelt arbitraert

Robust Procesregulering



Side 81 af 90

konservativ. I stedet for en singulaervaerdi robust stabilitetsbetingelse har vi brug for noget,
der taget hensyn til strukturen af perturbationen A(s). Dette er praecist den strukturerede
singulaerveerdi p.

Givet en matrix P € C™*™ er den positive reelle funktion p defineret ved:

A 1
pa(P) = min {5(A) : A € A,det(I — PA) =0}

(7.36)

undtagen hvis ingen A € A gor I — PA singuleer (det(I — PA) = 0); i dette tilfselde er
pa(P) = 0. Ergo er 1/ua(P) “storrelsen” af den mindste perturbation A, mélt ved dens
storste singuleerveerdi 6(A), som ggr I — PA singuleer. Hvis P(s) er en overfgringsmatrix kan
vi fortolke 1/pua(P(jw)) som stgrrelsen af den mindste perturbation, der flytter de karakte-
ristiske loci for P(s) over i Nyquist punktet (—1,0) ved frekvensen w.

Fra definitionen af y samt Saetning 7.1 pa foregéende side kan vi nu opstille fglgende szetning
for bestemmelse af robust stabilitet, se ogsa [DP87, PD93|:

Sxtning 7.2 (Robust stabilitet med u) Antag, at systemet P(s) er stabilt, samt at per-
turbationen A(s) er af en sadan form, at den perturberede lukket-slgjfe er stabil hvis og kun
hvis Nyquist kurven for det(I — P(s)A(s)) ikke omslutter origo. Sd er lukket-slgjfen i Figur 7.1
pa side 75 stabil for samtlige perturbationer A(s) € BA hvis og kun hvis

lna (P(s)]lo <1 (7.37)

hvor:

I (P()llsc = sup pua (P(jw) (7.38)

7.1.2 Robust ydeevne

For at kunne analysere for robust ydeevne inkluderer vi de normaliserede externe forstyrrel-
ser d'(s) samt de normaliserede fejlsignaler €'(s) i NAK formuleringen. Vi kan da opstille et
generelt vaerktg] til analyse og design af linexre systemer, se Figur 7.4 pa naste side. En-
hver linezer kombination af kontrol input w, méalte output y, forstyrrelser d’, fejlsignaler €',
perturbationer w samt regulator K kan beskrives ved hjealp af dette “generiske” system.

Inden for dette system kan analyse og design ses som 2 specialtilfeelde, se Figur 7.4 pa den
fglgende side. Som ved 2 x 2 blok problemet er skaleringer og vaegtfunktioner absorberet i
overfgringsfunktionen N(s), sdledes at d'(s), €'(s) og A(s) er normaliseret til norm 1. Bemeerk,
at hvis vi opdeler P(s) i 4 blokke, der er konsistente med dimensionen af de 2 input w og d’
samt de 2 output z og €' kan vi identificere Py (s) som overfgringsmatricen P(s) i Seetning 7.2.

I forbindelse med analyse af robust ydeevne er vi interesseret i overfgringsfunktionen fra d’(s)
til €'(s). Denne overforingsfunktion er givet ved:

e (s) = Fy,(P(s), A(s))d'(s) (7.39)
= PQQ(S) + P21(S)A(S) (I - PH(S)A(S))il Plg(S) dl(S) (740)

I (7.40) er Pyy(s) den veegtede nominelle ydeevne funktion (typisk output sensitiviteten),
hvorfor Fy,(P(s), A(s)) saledes er den vaegtede perturberede ydeevne funktion. Vores robuste
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Generel formulering

—1 A
w z
d N —¢
U Y
— K
Analyse / \ Syntese
w ——] - 2
A d— N —— ¢
d P e K

Figur 7.4: Et generelt verktg) for analyse samt requlatordesign for lineere systemer.

ydeevnemél kan nu formuleres fra Ligning (7.40) pa forrige side som:

[Fu(P(s); A(s))lly,, = Sgpﬁ(Fu(P(jw),A(jW))) <1 VA(jw) e BA (7.41)

Bemaerk, at vores betingelse for robust ydeevne er udtrykt som en singulaervaerdi begraens-
ning, ligedan med en robust stabilitetsbetingelse for ustruktureret usikkerhed. Vi kan der-
for konkludere, at den robuste ydeevne-betingelse (7.41) er opfyldt, hvis og kun hvis sy-
stemet F,(P(s), A(s)) er robust stabilt overfor en normbegrenset perturbation A,(s) med
7(Ap(jw)) < 1, Vw. Ergo, ved at udvide perturbationsstrukturen med en fuld kompleks
“ydeevne-blok” Ap(s) kan vi checke for robust ydeevne gennem en ustruktureret robust sta-
bilitetsbetingelse. Endvidere kan denne udvidelse af perturbationsstrukturen foretages helt
naturligt med p, fordi den tilladte struktur netop er blok-diagonal.

Vi har nu den fplgende sztning til vurdering af robust ydeevne, se ogséa [DP87, PD93|:
Sxtning 7.3 (Robust ydeevne med p) Lad ydeevnekrav veere givet gennem en Hoo spe-

cifikation pd overforingsmatricen fra d'(s) til €' (s) — typisk en veegtet sensitivitets-specifikation
— af formen:

[Fu(P(s), A(s))llgg,, = Sup o (Fu(P(jw), A(jw))) <1 (7.42)

Sa er den perturberede lukketslgjfe F,(P(s), A(s)) stabil og opfylder ydeevne-specifikationen
[ Fu(P(s), A(s))ll4. <1, VA(s) € BA hvis og kun hvis:

lua P, <1 (7.43)

hvor perturbationsstrukturen er udvidet med en fuld kompleks ydeevne-blok:

A= {diag (A, A,) ‘A EAN, € ckxk} (7.44)

Robust Procesregulering



Side 83 af 90

Saetning 7.3 er en af grundene til, at det er populaert at méle ydeevne ved hjeelp af Ho.-normen.
Hvis usikkerheden begraenses ved den stgrste singuleervaerdi, er det nemlig muligt, gennem u,
at checke for robust stabilitet og robust ydeevne pa en ikke-konservativ made. Hvis modelusik-
kerheden er modelleret praecist, dvs. hvis alle systemer Ga(s) € G kan optraede i praksis, sa er
1 betingelsen for robust ydeevne béade ngdvendig og tilstraekkelig. Altsa giver u satningerne
mindre konservative betingelser for robust ydeevne sammenlignet med de tilsvarende Hoo
betingelser. Stabilitet og ydeevne kan separeres, langt mere detaljerede usikkerhedsbeskrivel-
ser kan formuleres pa grund af den diagonale struktur pd A og vi opnar ikke-konservative
betingelser for robust ydeevne selv for darligt konditionerede systemer (k(G(jw)) > 1).

Ligning (7.43) péa foregéende side giver en simpel test for robust ydeevne. Hvis vi plotter
p A (P(jw)) mod frekvens er det nemt at checke hvorvidt betingelsen (7.43) i Seetning 7.3 pa
forrige side er opfyldt.

Idet Ay = diag{A,0} og Ay = diag{0, A,} er specialtilfzelde af den generelle struktur A € A
er det klart at:

px (P(jw)) = max{pa (P (jw)), pa, (P (jw)) = o (P (jw))} (7.45)

hvilket betyder, at en ngdvendig betingelse for robust ydeevne er, at lukket-slgjfen er robust
stabil samt, at det nominelle system opfylder ydeevne kravene.

7.1.3 Beregning af u

Som illustreret overfor er u et meget nyttigt vaerktgj til bestemmelse af robust stabilitet og
ydeevne i forbindelse med bade struktureret og ustruktureret usikkerhed. Desveerre er selve
udregningen af p et meget kompliceret problem, som der ikke findes nogen generel matematisk
lgsning pé. Problemet er, at Ligning (7.36) pa side 81 ikke direkte kan bruges til udregning af y,
fordi optimeringsproblemet generelt har flere lokale maksima [DP87, FTD91]. Imidlertid kan vi
udlede gvre og nedre greenser for u bade for rent komplekse perturbationsmaengder (m, = 0
i Ligning (7.2) pé side 76) samt for blandede reelle og komplekse perturbationsmaengder.
Algoritmer til beregning af disse graenser var genstand for intens forskning i begyndelsen
af 1990’erne, se bl.a. [DP87, YND9I1]. I det folgende vil vi kort redeggre for nogle af disse
graenser. For ikke at ggre notationen mere indviklet end hgjst ngdvendigt vil vi antage, at det
generaliserede system P(s) er kvadratisk, P(s) € C™*".

7.1.3.1 pu med komplekse perturbationer

Lad os forst betragte beregning af u, nar perturbationsstrukturen udelukkende bestar af
komplekse blokke, dvs. m, = 01 (7.2) pa side 76. Det kan da rimeligt nemt vises, at pua (P)
er givet ved standardfunktioner, nar A er et af de folgende 2 maengder, se f.eks. [ZDG96]:

e Hvis A = {6¢I,,|0¢€ C} (my =0, mc =1, me = 01 (7.2)), sa er ua(P) = p(P),
spektral radius af P (den numerisk stgrste egenvaerdi af P, p(P) = max; |A;(P)]).

e Hvis A={A|AeC"™™} (m, =0, m. =0, mc =11(72)), sd er pa(P) = a(P), den
stgrste singulaerveerdi.

For en generel kompleks perturbation A galder at

{¢I|ieCycAc{a|lAeC™"} (7.46)
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Derfor geelder det, at:

p(P) < pa(P) < o(P) (7.47)

Imidlertid er disse graenser utilstraekkelige, idet forskellen imellem p(P) og o(P) kan vere
vilkarlig stor. Ergo mé greenserne i Ligning (7.47) forfines. Dette kan ggres gennem trans-
formationer af P som ikke pdvirker pa(P) men derimod modificerer p(P) og (P). Definér
folgende delmaengder af C™*™:

a={qea ‘m = 0,67 0f = L,A{A =L, ., } (7.48)

D= {dlag (Dla T aDmcadlIrmc+1a o 7dm(jIT'mc+mO>
D; € C"*" Df =D; > 0,d; € R,d; >0} (7.49)

Det kan nu vises, se f.eks. det originale paper om p af Doyle [Doy82], at for enhver A € A
(for hvilken m, = 0), Q € Q og D € D gelder der, at:

R eQ, QAcA, AQeA, 5(QA)=0(AQ)=0(A), (7.50)
DA = AD (7.51)

Fra (7.50) og (7.51) kan den fglgende satning udledes.
Saxtning 7.4 (Ovre og nedre graenser for pu) For alle Q € Q og D € D geelder

pa(PQ) = pa(QP) = pa(P) = pa(DPD ™) (7.52)
Ergo kan grenserne i Ligning (7.47) forbedres til:

P) < P) < inf 6(DPD™! 7.53
glgép(Q ) < pal )—BEDU( ) (7.53)

Den nedre graense maxgeq p(QP) er i virkeligheden en identitet (maxgeq p(QP) = pa(P)),
men desveerre er funktionen p(QP) ikke konveks, men har generelt adskillige lokale maksima.
Saledes kan en numerisk sggealgoritme ikke garantere at finde p, men kun give en nedre
greense. P4 den anden side er udregningen af den gvre graense et konvekst problem, hvorfor
det globale minimum infpep 6(DPD™') i princippet altid kan bestemmes. Desvaerre er den
gvre graense tkke altid lig med p. Det kan vises, at for specielt simple perturbationsstrukturer,
nemlig for m, = 0 og 2m. + m¢ < 3, er den gvre graense altid lig med u. For strukturer
med 2m, + m¢ > 3 vil der imidlertid for de fleste matricer P, geelde at p er mindre end
inf pep 6(DPD 1), Numerisk erfaring med den gvre greense indikerer pa den anden side, at
selv for 2m, + m¢ > 3 er den gvre greense normalt ikke specielt konservativ.

Med MATLAB p-Analysis and Synthesis Toolbozen [BDGT93| eksisterer der idag kommercielt
tilgaengeligt software, der kan beregne graenserne i Seetning 7.4. I forbindelse med praktisk
regulator design (i det mindste for rent komplekse perturbationer) synes de matematiske
problemer forbundet med udregningen af y derfor at veere forholdsvis teoretiske.
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7.1.3.2 p med blandede perturbationer

Lgsningen af det blandede! s problem har veeret genstand for intensiv forskning gennem de
sidste 10 &r, se f.eks. [FTD91, YND91, YND92, You93]. Vi vil ikke behandle beregningen af
graenserne for blandet p i detaljer i denne note (en reference er [You93]), men blot give nogle
af de vigtigste resultater. Lad os definere fglgende maengder:

Q={QeA|q -1, 0 =10 =1, ... } (7.54)

D = {diag (D1, " , Dm,+me» @1Lrry smesrs s GmeIry,)
‘Di S Crixri,D;‘ =D;>0,d; € R,d; > 0} (7.55)

G = {diag (G1,-* ,Gm,,Or,p, 11, : O, ) |Gi € C¥78 Gy = G } (7.56)

D= {diag (Dla T ’Dmr+mc7dlIrmr+mc+17 T admoIrm)
|D; € C"*"i det(D;) #0,d; € C,d; #0}  (7.57)

G = {diag (g1, 1gn,,On.) lgi € R} (7.58)

hvor 7, = Ty, +metmes Nr = Z?i’l r; 0g Ne = n — n,. Bemaerk, at for overensstemmelse med
s s m _
P(s) ma vi have, at )", r; = n.

Vi har da fglgende gvre og nedre graenser for blandet u:

Satning 7.5 (@vre og nedre graenser for blandet u [FTD91]) Lad Ag vere den stor-
ste reelle egenveerdi og lad pr(P) vere den reelle spektral radius af P:

pr(P) 2 max {|Ar(P)| : Ar(P) er en reel egenveerdi af P} (7.59)

Huis P ikke har nogen reelle egenverdier er pr(P) = 0. Antag endvidere, at a. er resultatet
af minimeringsproblemet:

« = inf i Ar (P*DP + j (GP — P*G) — aD) < :
a DE]IDI}GEG(IJIgE{a‘AR( +7(G G)—aD) <0} (7.60)

Sa er:

pr(P) < pa(P) < y/max(0, ay) (7.61)

Bemaerk, at beregningen af den gvre greense (7.60) involverer en Lineser Matrix Ulighed (LMI).
Der eksisterer forskellige numeriske metoder til at tackle sédanne minimeringer. Imidlertid
kraever dette, selv for forholdsvis begraensede problemer (n < 100), optimering over skaleringer
D og G, som kan indeholde adskillige tusinde parametre. Behandlingen af sddanne problemer
med fornuftige udregningstider kraever derfor, at selve strukturen af det blandede p problem
udnyttes i hgjere grad, se f.eks. [YND92]|. Forskellige reformuleringer af gvre graense problemet
er givet i Seetning 7.6 pa naeste side.

Vi vil ofte referere til det blandede reelle og komplekse p problem simpelthen som det blandede p problem.
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Satning 7.6 (Reformulering af blandet p gvre granse) Antag, at vi har en matriz
P € C™"™ samt en reel positiv skalar B > 0. Lad endvidere for ethvert D € C"*",
Pp = DPD~'. 84 er folgende whkvivalent:
1. Der eksisterer matricer D1 € D og G € G saledes, at:
Ar (P*D1P + j(G1P — P*Gy) — 3>Dy) <0 (7.62)
2. Der eksisterer matricer Dy € D og Go € G (eller Dy € D og Gy € G) sdledes, at:
Ar (Ph,Pp, + j(G2Pp, — Pp,G2)) < B° (7.63)

3. Der eksisterer matricer D3 € D og Gs € G (eller D3 € D og G3 € G) sdledes, at:

& [(% —jG3> (I+G3)”

NI

] <1 (7.64)

4. Der eksisterer matricer Dy € D o9 G4 € G (eller Dy € D og G4 € G) saledes, at:

& [(I+GZ)_% <Pg4 —jG4> (I+GZ)‘i} <1 (7.65)

Bevis for Setning 7.6 kan findes i [You93]. Ved at anvende Satning 7.6 kan vi nemt finde
alternative formuleringer for den blandede p @vre graense. For eksempel er den gvre graense,
der er implementeret i MATLAB p toolboxen udledt af Ligning (7.65). Definér 5* som:

B = inf {85 (Ppg) <1} (7.66)
BER4,GEG,DeED

hvor Ppq er givet som:

Ppo = (I+G2) <%D_l - jG) (I+G?) (7.67)
Sa er
max p(QP) < pa(P) < f* (7.68)

7.2 p syntese

I forbindelse med regulator design kan overfgringsfunktionen Fj(N, K) fra [w,d']” to [z, ¢']"
opdeles som:
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Bemaerk, at Fj(N(s), K(s)) = P(s). Hvis vi anvender Szetning 7.3 pa side 82, ses det, at en no-
minelt stabiliserende regulator K (s) giver robust ydeevne, hvis og kun hvis den strukturerede
singulaerveerdi p for hver frekvens w € [0, co], opfylder:

pa (Fi(N(jw), K(jw))) <1 (7.70)

Ergo kan det optimale robust ydeevne problem formuleres som:

K(s) = arg min [lug (BN (). K(5)]| (7.71)

hvor Kg er maengden af alle nominelt stabiliserende regulatorer.

7.2.1 Kompleks p syntese — D-K iteration

Desveerre kan optimeringen (7.71) pa denne side ikke evalueres direkte af den simple grund,
at vi ikke kan udregne p eksakt. I stedet kan vi formulere et gvre greense problem. For rent
komplekse perturbationer bliver gvre graense problemet givet ved:

K(s)=arg min sup inf {5 (D(w)F, (N (jw), K (jw)) D~ (w)) } (7.72)

Uheldigvis er der endnu ikke fundet en lgsning pd minimeringsproblemet (7.72) p& denne
side. Den praktiske tilgangsvinkel til problemet er derfor fglgende iterative proces. For en
givet regulator K (s) er det at bestemme D(w) ved et givet antal frekvens punkter w netop
lig med kompleks p gvre graense problemet, som har en kendt lgsning. Nar vi har fundet disse
skaleringer kan vi fitte en stabil overfgringsfunktion D(s) til dem séledes at D(jw) tilnsermer
D(w) for alle frekvenser w. Vi kan tilmed kreeve, at D(s) er minimum-fase (siledes, at D~!(s)
ogsa er stabil) idet fasen af D(s) absorberes i de komplekse perturbationer. Med andre ord:
Vi behgves kun at fitte amplituden af D(jw).

For givne skaleringsmatricer D(s) er problemet at finde en regulator K(s), der minimerer
normen|| Fy(D(s)N(s)D~'(s), K(s))||%., et standard H s, problem, som vi har givet lgsningen
til i Seetning 6.1 pa side 65. Vi kan da finde D-skaleringer givet den nye regulator og starte
forfra. Hvis denne iteration (kendt som D-K iteration) konvergerer mod en fast regulator, er
denne et godt bud pa den p-optimale regulator. Selvom beregningen af D-skaleringerne og
den optimale H o regulator begge er konvekse problemer er D-K iteration ikke samlet konveks
i bade D(s) og K(s). Saledes kan vi ikke garantere konvergens. Imidlertid viser numerisk
erfaring, at D-K iteration virker godt i praksis. D-K proceduren kan formuleres som:

Procedure 7.1 (D-K iteration)
1. Givet et udvidet system N(s), lad i =1 og D}f(w) = I,Vw.

2. Fit en stabil minimum-fase overforingsmatriz D;(s) til de punktvise skaleringer D’ (w).
Udvid D;(s) med en enhedsmatriz siledes at D;(s) passer med N (s). Konstruer systemet
Np,(s) = Di(s)N(s)D; " (s).

3. Find den Ho optimale requlator K;(s):
Ki(s) = i Fi(Np.(s),K 7.73
(s) = arg ({gler}cs | Fi(Np, (s) (3))H7-Loo ( )
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4. Find de nye skaleringer D} |(w), der loser det komplekse . gvre greense problem.:

) =g min {7 (DWANG®). K(w)D ' @)} (779

for hver frekvens w.

5. Sammenlign D}, ,(w) og Dy (w). Stop, hvis de “teet” pd hinanden (i storrelse). Ellers lad
i =1+ 1 og gentag iterationen fra punkt 2.

Bemark, at vi anvender Hso lgsningen til at finde regulatoren i step 3. K-steppet i D-K
iteration kan illustreres som i Figur 7.5.

A(s)
e N, _DiLS)_l
| |
: D;'(s) D;(s) :
| Vs |
I Inu I"y I
o J

K;(s)

Figur 7.5: K-step 1 D-K iteration. n, og ny er, respektivt, antallet af styrbare input og requ-
lerede output (fejlsignaler).

Med MATLAB u-Analysis and Synthesis Toolbox eksisterer der nu kommercielt tilgengeligt
software, som understgtter kompleks p-syntese ved D-K iteration. Proceduren 7.1 pa foregé-
ende side kan forholdsvist let implementeres ved hjalp af toolboxen, men i det nuveerende
udgave af toolboxen (Version 2.0), er gentagne skalare blokke ikke understgttet. Bemaerk, at
for gentagne skaleere blokke er D-skaleringen er fuld matrix, og antallet af SISO overfgrings-
funktioner, der skal tilpasses stiger derfor kraftigt.

Blandet p-syntese er langt mere indviklet end det rent komplekse problem, og i den nuvaerende
udgave af p-toolboxen er det da heller ikke understgttet. Imidlertid er der for nyligt foreslaet
flere algoritmer til blandet u-syntese, se f.eks. [You93, TC96|, og det siges, at den neeste
version af p-toolboxen vil indeholde funktioner til dette.
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